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Introduction générale

Depuis 1965, tous les cing ans, I'Association Imationale de Geéomagnétisme et

d’Aéronomie (IAGA en Anglais) a publié des modétlesréférence. Les modéles définitifs sont
dénommés DGRF (Definitive Geomagnetic Referenchkel}-et sont calculés a partir de toutes les
données disponibles sur la période concernée. Pposdion, nous trouvons des modeéles
prédictifs associés a un modele de variation séeyteur la période a venir, les modeles IGRF
(International Geomagnetic Reference Field). Jusqo’s jours, plusieurs générations de modeles
IGRF (DGRF) ont vu le jour et ont bénéficié de tagnes de mesures de plus en plus
sophistiquées. Quoiqu’il en soit, les modéles IGRFpermettent qu’'une modélisation partielle
du champ magnétique dont le détail le plus fin &pengueur d’onde avoisine 4000km en
raison d’'une répartition des données peu homogendassphére entiére ; comparé a la taille
d'une région a Madagascar, le détail est plus laf@ette longueur d’onde est donc trés
importante pour que nous puissions utiliser ces teed@& des fins régionales. Il apparait clair
cependant que les fines structures de taille edéei ne pourront pas étre mises en évidence
simplement par ce moyen avant longtemps. Nous desons chercher a exploiter les données
de notre région en utilisant une technique de nisal@n régionale du champ magnétique.
Plusieurs méthodes qui prennent en compte la ndtupotentiel magnétique ont été proposées
pour modéliser le champ magnétique a une échéligomale telle que la modélisation
polynomiale de surface, la modélisation en Harmamigactangulaire, la modélisation en
Harmonique sur Calotte Sphériqgue (SCHA), la modéts en harmonique sur Calotte
Sphérique révisée, la modélisation régionale dandaumaine conique elliptique... Ces méthodes
ont leurs points forts et points faibles mais pleuras de Madagascar, aucune d’entre elles n’est
pas adaptable a cause de la densité de donnée®sfupas suffisante (Madagascar n’a que vingt
cing stations de répétition qui, d'ailleurs, ne tspas toutes occupées lors d’'une campagne
magnétique). Pour cela, les données correspondaatesnt pas encore exploitées et il n'existe
pas encore de cartes magnétiques régionales padeigdsacar. Tout cela nous emmeéne a revoir
la modeélisation régionale du champ magnétique segedans un domaine rectangulaire pour
exploiter les données de notre région si possible.

Notre travail comprend ainsi deux grandes partiaspremiére partie porte sur les études
analytiques des différentes techniques de modélisatégionales existantes. Ces études
consistent a analyser toutes les différentes tgaesi de modélisations régionales existantes et a
revoir en détail le formalisme de modélisation danglomaine rectangulaire.

Pour examiner la validité du modéle rectangulairerpe cas de Madagascar d’une part, et
de vérifier de nouveau les données des stationgpigition malgaches d’autre part, la seconde
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Introduction générale

partie sera consacrée aux considérations numeérigeteapplications relatives au formalisme

précédent.

11



1!




Partie | : Etude Analytique des difféerentes techieside modélisation régionale existantes

Le champ magnétique observé prés de la terre estdifterentes sources se trouvant dans
le noyau, la lithosphére, I'ionosphere, la magndtése, et des courants de couplage entre
I'ionosphére et la magnétosphére et entre les Ipdries. Ce champ magnétique doit étre
modélisé de maniére a pouvoir en déduire une valauchamp en n'importe quel position du
globe. Historiguement, les champs des diversescesuont été modélisés séparément et un
modele de champ s’obtient par l'intermédiaire dbiyese physique sur le champ magnétique
terrestre. Nous avons donc comme but d’établir odéte de référence, fondé sur les données de
I'observatoire et des stations de répétition. Deetse premiere partie de notre mémoire, nous
allons faire un bref rappel sur la modélisationctiamp a I'échelle régionale avec les méthodes
bien connues telles que la modélisation polynomi@esurface, la modélisation en harmonique
rectangulaire (RHA). la modélisation en harmoniquss calotte sphérique (SCHA), la
modélisation dans un domaine conique elliptiqueawetsi nous proposons un formalisme de
modélisation du champ dans un domaine rectangutaére défini (parallélépipede rectangle):
Nous définissons le domaine d’étude rectangulareespondant. Nous rappelons la résolution
de I'équation de Laplace en coordonnées cartésseEnsuite, nous introduisons les problemes
de conditions aux limites, solutions particuliécesrespondantes et les critéres préliminaires pour
réduire le nombre de décomposition. Puis, nous elmms I'expression de champ magnétique
correspondant et enfin la mise en équation du problinverse accompagné de la théorie de

I'estimation de I'erreur correspondant.

I.1 - Méthodes de modélisation régionale du champ agnétigue existantes

[.1.1 - Modélisation polynomiale de surface

Le formalisme de modélisation polynomiale de swafast le plus simple a mettre en

ceuvre. Chaque composante est décrite par un potydésicoordonnéds,j ) des données dans

le référentiel géodésique, sous la forme suivante:

X =g tag+ay +ag°+a )’ +..
Ysing =b, +bg+b,/ +b,g* +b,/ * +... (1.1)
Z =cC,+CQ+Cy +C,g°+Cy P +...

ou les triplets de coefficients;(b;, ¢;) sont les inconnues du probléme.

Selon le cas, il est également possible de canvgrj ) en &, y) dans une cartographie locale

en utilisant la projection de Lambert par exemfle Mouél, 1969). Toutefois, le champ
d’application de ce formalisme exclut les donnéesepg a différentes altitudes. En outre, nous

sommes confrontés au fait que les bases de fosatitiisées (les polyndmes enetj ) ne sont
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Partie | : Etude Analytique des difféerentes techieside modélisation régionale existantes

pas orthogonales. Ces contraintes nous ont liraitée rechercher qu’'un nombre trés restreint de
coefficients &, bj, ¢). De telle modélisation régionale, n’est pas aéamn prospection car elle
limite les possibilités d’observer les petites stinwes du champ magnétique.

Dans le systeme d’équations 1.1, nous préférodéveloppement d& sing a celui de Y, car la

circulation du champB le long d’'un chemin tracé a la surface d’'une spliaiteintervenir les

composantes X et Y sin Néanmoins, nous ne cherchons pas a satisfairgrigsriétés

d’électromagnétisme données par les équations :
N.B=0 (1.2)
NUB=0 (1.3)

ce qui imposerait des relations entre les coefiisig, b, ¢). Cette modélisation élémentaire ne

vérifie donc pas toutes les caractéristiques plgsiqi’'un champ de potentiel. En outre, elle ne
permet pas de faire un prolongement vers le havemile bas.

[.1.2 - Modélisation en Harmoniques Sphérigues Reahqulaires (RHA)

Une possibilité d’inclure des données prises &thfite altitude est de résoudre directement
I'équation de Laplace dans un domaine appropriée Premiere version de cette méthode
d’analyse conduit a un formalisme appelé Modélsatien Harmoniques sphériques
Rectangulaires.

Les hypothéses qui circonscrivent la décomposidiorHarmoniques Sphériques Rectangulaires
(RHA : Rectangular Harmonic Analysis) sont moinstrietives que pour la décomposition
polynomiale, strictement limitée a une portion gaére (Alldredge, 1981). Le domaine d’étude
est un parallélépipede rectangle de dimensions 2Ly, L,. La résolution de I'équation de
Laplace en coordonnées cartésiennes (x, y, z) éoadiexpression du potentiel sous forme
d’une double série de Fourier :

K-1K-1
— -ip(kx+jy)L ndZ
V= x+ ,y+ ,z+ ki€ e A
k=0 j=0

ou nous avons suivi les notations de Langel et ¢1{d998).

Le potentiel obéit donc strictement aux propriétésn potentiel magnétique scalaire. Les

d .z
variations en altitudes sont régies par le telemgJ et le potentiel ainsi créé ne tend pas vers 0
quand z tend vers l'infini car les coefficients o, o ne sont pas tous nuls (Haines, 1990). Ceci
n'est vrai que si le domaine est non borné maigratique, il doit I'étre. Ce potentiel ne peut

donc pas s'’interpréter en termes de sources di@rigiterne uniquement. Méme si ce fait est peu
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connu, nNous verrons que nous rencontrons fréquemeerprobleme dans le cadre de la
modélisation régionale quelle que soit la technigilesée.
Un grand probleme se pose sur I'incorporation denées prises a différentes altitudes a cause

des fonctiong 4. Ces fonctions ne sont pas en mesure de nous idonaevariation en accord
avec la décroissance naturelle d’'un champ de petadéewtonien. Ceci est peut étre mis en
évidence a partir des données terrestres=a0 et des données satelliteg & 400km. De tel
comportement entraine aussi des difficultés pooftopger le champ magnétique vers le bas
(Malin et al, 1996) et il n’est pas possible deréspnter le champ magnétique autre part que dans
la région ou les données ont été prises.

Les spécificités mathématiques de la décomposkiiotnainent également d’autres problemes
(Haines, 1990).Citons a titre d’exemple le phénaeméea Gibbs lié a la périodicité imposée au
potentiel par le développement de Fourier (plus gdesent, au voisinage d'un point ou une
fonction a une discontinuité, les sommes partietbes la série de Fourier correspondante
présenteront un dépassement substantiel en ce.pBmbutre, I'assimilation de la région a un
plan de dimension L pourrait se dégrader considénadxht avec l'altitude, réduisant ainsi la
région de validité de plus en plus petite failléerteur commise au voisinage des bords reste
difficile a quantifier, ce qui peut conduire a desohérences dans l'interprétation des réesultats.
Pour des régions de taille d’'un continent ou d’tamg pays, cette méthode devient inadaptée. Ce
type de modélisation ne peut s’appliquer qu'a desindes au sol et des données
aéromagnétiques. Il a été utilisé avec un certainés pour la modélisation du champ des Etats-
Unis dont la forme du territoire principal s’accerdssez bien avec celle d’'un parallélépipede
rectangle. Les analyses n’ont cependant jamaisisniés considérations sur les conditions aux
limites. Cette méthode de modélisation en HarmeesqRectangulaires ne modélise pas
directement le champ magnétique mais la différemtee deux champs.

Compte tenu de ces différentes raisons, nous akssayer d’aborder encore une fois cette
technique de modélisation mais cette fois ci ndlesisinclure les conditions aux limites et aussi

nous allons modéliser directement le champ magretiqu

[.1.3 - Modélisation en Harmonique sur Calotte Sphégue (SCHA)

Quelqgues années apres le lancement du satellite 3MGles données furent facilement
disponibles et c’'est dans ce contexte que Haine85j1%roposa la décomposition en
Harmoniques Sphériques sur Calotte, SCHA, (SpHeri@ap Harmonic Analysis) pour
I'élaboration d’'un modele régional sur le Canadasque la méthode RHA ne permettait pas de
remplir cet objectif. La méthode SCHA fut préserdiéges débuts comme le formalisme le plus

proche des Harmoniques Sphériques Ordinaires eigdoyen modélisation globale. Cette
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méthode avait donc pour objectif de pouvoir incogpsimultanément I'ensemble des données
prises a des altitudes comprises entre la surfacestre et les altitudes satellitaires tout en
respectant les équations 1.2 et 1.3. Plusieurs lesdégionaux furent proposés par cette méthode
mais finalement bien peu inclurent I'ensemble desndes disponibles. Quoi qu’il en soit,
comparée aux methodes précédents, SCHA appligugen@délisation sur une surface donne
comparativement les meilleurs résultats (Duzgilet2000) et fut méme utilisée recemment pour
tenter de mettre en évidence une variation séeutdigionale (Korte et al.,2000). La solution
générale de I'équation de Laplace dans le cas tASSSt :

Kmax K n,+1

V(r, /) =Re —=  [gy'cos(m) +hy'sin(ny IR} cos() (1.5)

k=0 m=0

Re est le rayon moyen de la terre{gﬁ,h;‘“} sont les coefficients de Gauss du développement de
SCHA, les coefficients{Pnrk“} sont les fonctions de Legendre associées avetetg®s i R et

les ordres rh N.

Cependant, le formalisme proposé par Haines espagtie incorrect car il ne résout que
partiellement I'équation de Laplace. Haines n’a asgp des conditions aux limites que sur la
surface latérale du domaine conique a base cireu(ai= ). Pour essayer de remédier a ce
probleme, Thébault (2005) a introduit également desditions aux limites sur la surface
inférieure (;=Rg) et la surface supérieurgfRe+zy4y). Le formalisme ainsi obtenu porte le nom
de Modélisation en Harmoniques sur Calotte SphéridRé&visée ou tout Simplement
Décomposition en Harmoniques dans un domaine cenfipit Il fait intervenir une nouvelle
famille de fonctions, appelées fonctions de MeHhletonne des résultats acceptables dans le cas
ou I'on dispose simultanément des données au sdé®tdonnées satellitaires. Toutefois, des

problemes persistent si 'on ne dispose que desé&bsnau sol comme le cas de Madagascar.

1.1.4 - Modélisation régionale du champ magnétigueahs un domaine conique elliptique

Le domaine conique elliptique est défini par I'intersection d’'un cone a baségtjue
dont le sommet se trouve au centre O de la tetrde deux spheres concentriques de rayons
respectifs ra et r=b oua=6371,2 km est le rayon moyen de la terre et la@aspté pour pouvoir
inclure toutes les données disponibles. Ce domestdimité par trois surfaces : une surface

sphérique supérieure W, , une surface sphérique inférieuf®V, et une surface conique
elliptique latérale]  (figure 1.1). L'axe Oz’ du cone est repéré parcedatitude o et sa

longitude o. Le demi grand angle au sommet et le demi pegikeasu sommet du cone elliptique
représentant la limite latérale sont notés pakx et min respectivement. Il existe un angle

d’orientation qui est I'angle entre le plan Ozz’, contenant léridien défini paro, et le plan
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Ox'z’, contenant le grand axe de l'ellipse. Sachqmé¢ correspond a une rotation autour de
'axe Oz, il est aussi compté positivement dansdas contraire a celui de l'aiguille d’'une

montre.

Figure I- 1: Représentation du domaine conique elliptiqu&lans le repéere géocentrique
(Andriambahoaka, 2008).

Les coordonnées coniques elliptiques sont r, vL@s surfaces des trois types de coniques
définissant les coordonnées coniques elliptiquesis) sont données par la figure I-2 ci-dessous
ou la surface a r constant est une surface spleérigusurface a v constant est une surface
conique hyperbolique et la surface a w constantm@stsurface conique elliptique.

sy sphiriaue: 3 rvonsed Lo
I BT R TTE TN e | |u'|1i|pl|.' B kbl
W o e comme st o Sopstant

Figure |- 2: Représentation des surfaces des trois types dguesidéfinissant les coordonnées
coniques elliptiques (r, v, w) (Andriambahoaka, 200

Les harmoniques coniques elliptiques de surface défimies par le produit de la fonction de

Lamé a la surface a w constaif  (wpr la fonction de Lamé a la surface v constant

EP (v) analogue avec les harmoniques sphériques de surfaee harmoniques coniques
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elliptiques forment une base orthogonale de 'esparmé E des fonctions de carré intégrable
muni du produit scalaire usuel (Hobson, 1931). ésolution de I'équation de Laplace dans le
domaine conique elliptique utilise la méthode dtpss de décomposition de Fourier en écrivant
V(r, v, w) sous la forme V(r, v, w)=R(r) F (v, w) eonduit aux expressions des potentiels :

P__.M
max " max
V. (rv,w) =a AMR _(NECAM(W)EcEM (v) +
1 p Np Np

p=1 m=0 P

BMR_(NEcCM L w)Ec2M L)+
B Rp (e L WEC ™) 06

m m+1 2m+1
cp Rp(r)Esﬁp (W)Esnp (V)+

m m+2 2m+2
D} Rp(r)Eszn (WESL™2(v)
p p
M Q(m) ng+l n
V,(rv.w)=a Aig1 a9 d
m=0 gq=1 r

. M Q(m) m a ng+l ng
qa

q Ecz,m(w)Ecz,m(v)+
g " Mq

| =

i Ecﬁ,m*l(w)EcﬁP"’“l(v)+

4 a q q (|7)

n
rcell Y B u)EL ™ )+
a "q "q

m=0 g=1

. M Q(m) cim a I’lq+l
a

m=0 g=1
M Q(m) n'y+1 n'

a pif! 2 d +Del ! a ESL™ (w)EL™ (V)
m=0 q=0 r a q q

utilisant les conditions aux limites mixtes de Biniet et de Neumann (Andriambahoaka, 2008).
Cette méthode a été utilisée avec succes pour la&lisation régionale du champ magnétique
terrestre en utilisant des données synthétiquesegmyndant a tous les aérodromes de
Madagascar. Le nombre de coefficient utilisé ég#t544 pour pouvoir déterminer le champ en
tout point du domaine conique elliptique et le noenld’équation était 3xNm=432. Le
développement est limité a,M=9, M=7 (ou N=424) et M=8 (ou =472). Ce formalisme est
bien capable de modéliser la différence entre hesnps internes calculés par les modeles IGRF
(International Geomagnetic Reference Field) et Qdbaka et al., 2004). Il est aussi apte de
représenter un champ de potentiel avec une erdativement faible. Cependant, il nécessite un
nombre de données suffisamment élevé. Ce qui passte cas de Madagascar.

En résumé, les différentes méthodes précédentesnaus permettent pas d’exploiter
raisonnablement les données des stations de répgtinalgaches. Toutefois, nous proposons de
revoir en détail la modélisation dans un domairgaregulaire pour les raisons suivantes : elle
peut-étre appliquée méme si nous ne disposons egiglahnées au sol, elle n'a pas besoin de

considérer encore un model global et le nombreaganpetres nécessaires n’est pas tres élevé.
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|.2 - Modélisation régionale du champ magnétigue des un domaine rectangqulaire

[.2.1 - Résolution de I'équation de Laplace en codonnée cartésienne

En coordonnées cartésiennes, I'équation de Laglaceit :
2 2 2
17V + Vv + 17V

DV =
T[X 2 ﬂyZ ﬂZZ

=0 (1.8)

Les solutions données par cette équation sont obsepar la méthode de séparation de variables
dans laquelle on cherche des solutions en x, §parément :
V(x,y,2) =V, (X)V,(V)V,(2) (1.9)
En substituant 1.9 dans 1.8, on aura:
d [V, (x)V, W)V, (2)] d TV, )V, V)V, (2)] d TV, )V, (Y)Y, (2)]
dx® dy? dz*
d7V, (v)]
dy

=0

V, W)V, (z )ww oV, @ Ly v,y A LY22) [V (2)]

En divisant membre a membre p¥f (X)V, (y)V,(z) et on obtient :

1 dv, (01, 1 dZ[Vy(y)]+ 1 d[v,21_,

: . : (1.10)
V() dx Vy(y) dy V.(2) dz

Dans le premier membre de I'équation 1.10, le pezrtérme n’est fonction que de x, le deuxieme
gue de y et le troisieme que de z. Chaque ternteddatc étre égal a une constante, la somme de

ces constantes étant nulle. On aboutit donc a &8tiéms différentielles ordinaires :

2

dV )y 2y (.11a)
dx?

2V, (y)

y\J) 2 1ab
o K V) (1b)
d*v (z)_k V,(2) (.11c)

dz?
avec k,’+k,+k,’ =0 (1.11d)

Ces équations sont de la formg-k, y =0 ou k, sont les valeurs propres attachées a ces
équations différentielles et ce sont des problédeeSturm Liouville régulier pour les fonctions
Vx(X), Vy(y), V«(2). Les solutions de ces équations sont élémengais’écrit :
Vx(x)=Acosk x + Bsink, x Sik<0 (I.12a)
Vy(X)=A x+B si k =0 (1.12b)
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Vy(x)=Achk, x + Bshk x siyk>0 (1.12c)
Méme raisonnement pour{y) et V;(z). La solution générale s’écrit sous la formepdoduit de

ces trois fonctions V(x, y, z) = V,(X)V,(Y)V,(z). Toute expression de ce type satisfait a

I'équation de Laplace, pour autant que les valelgsk, , k, k, obéissent a la condition
précédente et aux relations qui découlent des tiondgiaux limites. La solution générale est
donc une combinaison linéaire de ces expressiomss dllons introduire les indices m et n pour

les coefficients correspondant a la valeukdek ,k,. Toute superposition linéaire de solutions

élémentaires V(x, y, z) est une solution de I'épumatde Laplace. Si c’est une somme d’un
nombre infini de termes, il suffit que cette sgrigsse étre trois fois dérivable par rapport a x, y

et z.

1.2.2 — Géométrie et formulation du probléme

Le domaine d’étude est un parallélépipede rectangle défini par leumna —x<x<Xo,-

Yo<y<Yp et —z<z<z dont la particularité est de ne contenir aucunecgde champ magnétique.

Figure I- 3: Domaine d’étude .

Dans ce domaine, le potentiel magnétique V est solution de diyisblémes de condition aux
limites suscitées. En imposant des conditions ammtes sur les potentiels, nous avons le

probléme suivant :

DV =0
(V)yw =F(v.2)
(V) g = G(x.2) (113)

(V)ﬂzW =H(x,y)
ou 1,W désigne la frontiere formée de I'ensemble desrtases x=-¥ et x=x ; F(y, z) est une

fonction connue sur chacune de ces surfaces, tiéfisianalogued, Wet{,Wqui constituent la
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frontiere du domaine. Ce probléme est appelé pnubléle Dirichlet. La solution dun tel
probléme est unique.
Nous pouvons écrire aussi, en imposant des condifiax limites sur les dérivées du potentiel le

probleme suivant :

Dv =0

v Y

— = —  =F(yz

M o o (v,2)

L e s (1.14)
My W o

Vo =M oy

1-[nz LAY ﬂz W

ou n est le vecteur normal a la surface, dirigé Vextérieur. C’est le probléme de Neumann. La
solution de ce probléme n’est unique qu’a une @nstpres pour le potentiel.

Puis en imposant des conditions aux limites mixtesjs pouvons aussi définir les problemes

suivants :

Dv =0

M =Fya)

i, W

(1.15)

ﬂ =G(X,2)

T, LW
(V)'nzw =H(x,y)
DV =0
(V)gw =F(y.2)
(V)ﬂyw =G(x,z) (1.16)
ﬂ = H(x,y)

fin, LAY
DV =0

v _

TR (117)

(V)ﬂyW = G(x, 2)
(V)ﬂZW = H(x, y)
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DV =0
(V)gw = F(,2)
w
« =Gz .18
ﬂny ﬂyw ( )
ﬂ = H(x,y)
n,
DV =0
ﬂ = F(y,z)
ﬂnx hw
1.19
(V)'ﬂyW =G(x,2) (119)
ﬂ = H(x'y)
. w
Dv =0
(V)gw =F(,2)
ﬂ = G(X,Z) (IZO)
T, LW

(V) g = HEx,Y)
La solution de ces problémes mixtes n’est pas @niqu
Les conditions aux limites F, G, H doivent paraailis satisfaire la condition de divergence nulle

de la relatioiN.B = 0. En appliquant le théoréme d’Ostrogradsky- Gaussamaine limité par
la surface fermegvV=9W T W {f,W,ona:

F= Was+ Was+ Mg =0 (1.21)
W'ﬂn W‘ﬂn ﬂzw‘ﬂn

Cette relation devra étre vérifiée par des conastiaux limites du type Neumann.
Nous savons que la construction des bases detidosayénérant un espace dans lequel on
exprime la solution est le principal objectif derksolution d’un probleme de conditions aux
limites. Cependant, chaque probleme pris indépentamh ne peut étre résolu aisément que Si
I'on fait apparaitre des conditions homogénes darhann. Dans ce but, chacun des problemes
de conditions aux limites énoncées ci-dessus @sbrdposé en trois sous problémes dont la
somme des solutions est la solution générale.
Nous définissons donc 3 potentielg, W», V3 solutions des sous problemes suivants pour le
probleme 1.13 :
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DVl =0
(Vl)'nW = F(y,Z)

X

(Vi)gw=0 (1.13a)
) =0

<

W

(V,) g =G(x.2) (1.13b)

(Va)gw =0 (1.13c)

(V) g = HX,Y)

Avec le méme raisonnement, pour le probleme |.ddsravons :
DV, =0

M = F(y,z)
™ qw

Y (.14a)
— =0 ol Fsatisfaitlacondition FdS, =0

W g W
v,

ﬂz LAY

DV, =0

(1.14b)

=G(x,2) ouG verifielacondition GdS, =0
Ty LW w
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DV, =0
v,
T[X LW
V.o,
iy sw
W = hH y)
ﬂz L,W

Pour le probleme 1.15 :

DV, =0

(V3) g = H(X,Y)

Pour le probleme 1.16 :

ou H satisfait la condition

HAS, = 0 (1.14c)

LW

(I.15a)

(1.15b)

(1.15¢)
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DV, =0

(VZ)ﬂXW =0

(V2)yw =G(x.2)
v,

T2 g

=0

DV, =0

(Va)g =0

(Vs)qw =0
v,
2w

=H(.y)

Pour le probleme 1.17 :

25
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DV, =0
Ve
X gw

(V) g =

(VS)'HZW =H(x.y)

=0

Pour le probleme 1.18 :
DV, =0
(Vi) g =F.2)
v
0% W
v
z ow
DV, =0
(VZ)‘HXW =0

Pour le probleme 1.19 :
DV, =0
v
X gw
(Vl)'nyw =0

=F(y,2)

26
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DV, =0

(1.19b)

(1.19¢)

Vs

12w

Pour le probleme 1.20 :
DV, =0
(Vi) gw =F(v.2)
v
W gw
(Vl)‘ﬂzw =

“o (1.20a)

DV, =0
(V2) g =0
v,

W w
(Va)ow =

(1120

=G(x,2)

DV, =0
(V3)ﬂxw =F(y,z)
vy
0% g
(VS)ﬂZW =H(x,y)

Nous allons donc résoudre chacun des huit proldégréeédents. Puis nous attacherons a retenir

“o (1.20¢)

celui qui respecte au mieux certaines propriétéghénaatiques importantes telles que

I'orthogonalité des gradients de potentiel et l@sditions de flux.
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1.2.3 - Résolution des problémes des conditions alimites

Nous avons décomposé en trois sous problémes cli@suproblemes précédents alors les
solutions particulieres obtenues sont :

Pour les sous problemes I.13a - 1.13b - 1.13c (rak de Dirichlet) :

— m,n, m,n m,n,m,n
Vioyiz)= D At Dy By (1.21a)
— m,n, m,n m,npm,n
Voloyi2)= Dag Ayt + Dy By (1.21b)
- m,n, m,n ,_ ~m,n,m,n
Vayi2)= Doz Ag +Dpg By (1.21c)
avec
2Y, 2z, 2y, 2z,
m2 n? ¥ (|21d)
(- 1)m+lSin rnyCOS nZ+(- 1)™"sin mysin Z] e’ Ve 25
2y, 2z, 2Y, 2z,
Dg]ln = [COS myCOS nz+(_ 1)n+1COS mySIn nz +
2y, 2z, 2y, 2z,
m? n2 ¥ (|21e)
(- 1)m+lSin myCOS r]Z+(- 1)™"sin mysin nz]e 2 y§ 73
2y, 2z, 2y, 2z,
Dy = [cos M2 cos nx+(_ 1)™ cos MZ in X4
220 2X0 220 2X0
m? 2 2 (|21f)
5 2tz Y
(' 1)m+15in mZCOS n X+(- 1)m+nsin mZSin n X] eZ 23 %3
220 2X0 220 2X0
Dy, =  [cos M2 cos nx+(-1)“+1cos MZ iM%y
2z, 2Xq 2z, 2X,
m2 n? Y2 (|21g)
o 2t Y
(- 1)™sin M2 cos nX+(- 1)™"sin M2 sin nx]e 2 75 x5
2z, 2Xq 2z, 2X,
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mX n mx . n
Dz’ = [cos— —cos y+(-1)"”0052 sin—Y +

Xo 2yo Xo 2y0

2 2 12 (|21h)

(- 1)m+15in mx Ccos ny +(-1)™"sin mX sin n y]eE x5 vE
2XO 2y0 2X0 2y0

D{)nsn = [COS mXCOS ny+('1)n+lCOS mXSin ny+
2>(O 2yo 2X0 2y0

2 2 W2 (|21|)

(‘ 1)m+15in mXCOS ny+(— 1)m+n5in mXSin ny]e 2 x5 v3
2XO 2yo 2X0 2y0

Pour les sous problemes I.14a - 1.14b - .14c (ermk de Neumann) :

— m,n, m,n m,Nn,m,n
Viy,2)= o NgmA T+ Np By (1.22a)

_ m,n , m,n , \,M,NgM,N
Voloyiz)= Ny Ay # Ny By (1.22b)

_ m,n, m,n m,n,m,n
Va(yz)= NZTASTT+N, 2B

Avec

(.22c)

N = [cos— Y cos 2+ (-1)"cos Y sin—"Z +
2y, 2z, 2y, 2z,

(1.22d)

m2 n2 12
M nz . my . nz., 2.z
(- 1)"sin—Y cos—Z + (- 1)™"sin— Y sin—12] g2 ¥ %
2y0 0 0 ZO

N™ = [cos—Y cos "% +(-1)"cos Y sin— 12 +
2y, 2z, 2y, 2z,

m2 n2 (|226)

(- 1)"sin zmycosznz+(-1)m+”sin MY sin—"%1e 2% =

0 ZO yo ZO

mz nx mz . nx
Ngz' = [cos———cos———+(-1)"cos sin—— +
220 2X0 220 2X0

e (1.22f)

. mz n Xx . mz . n X -5t Y
(- 1)"sin CcoSs +(-1)™"sin 2 75 X3
220 2X0 220 2X0
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NT' = [cos—2cos— 2 +(- 1)" cos— 2 sin— 1~ +
220 2X0 220 2X0
m2 n2 2 (|229)
TS 2tz Y
(-1)"sin M2 cos nx+(_ 1)™"sin Mz in nx] e 2% %
220 2X0 0 2X0
N™ = [cos—X cos—Y +(- 1)"cos— X sin— +
2XO 2yo 2X0 2y0
m? n2 2 (|22h)
(- )"sin— X cos— +(- 1) ™" sin— = sin— e’ ¥
2>(0 2yo 2X0 2y0
N™ = [cos X cos Y 4+ (- 1) cos X gin1Y +
2X, 2y, 2X, 2y,
m? 2 (|22|)
(- 1)"sin MX cos Y +(- 1)™"sin MX gin ny]e 2 X3 2
2XO 2yo 2X0 2y0

Les indices m et n sont choisis de maniere syqmetrpour tous les problemes mN*

etnl N*.

Les solutions générales de tous ces problemes-dti la somme de toutes les solutions des
sous problémes en les combinant linéairement msupioblémes mixtes .15 - .16 - .17 - .18 -
.19 - 1.20 donc :

Pour le probléme 1.13, la solution générale s’édik, y, z)= Vi(X, Yy, z) + Va(X, Y, 2) + \5(X, Y,

Z) Cc'est-a-dire :

¥ ¥
— m,n, m,n ., nM,n,m,n
V(x,y,z)—m:1rF1 [Dal A1 +Dbl B1 +
D;nz’nArzn’n + D[an,nBrzn,n + (1.23a)
m,n, m,n . ~m,n,pm,n
Daz A3 *Dp3 B3]
Pour le probleme 1.14,
¥ ¥
— m,n, m,n m,ngm,n
V(x,y,z)—m:1rFl [Nal A1 +Nbl B1 +
NTETATN 4 NTLNBTM + (1.23b)
m,n, m,n m,npm,n
Nagz Ag" *Ny3 Byl

Pour le probleme 1.15,
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¥ ¥
— 0,0 0,0 0,0 0,0 m,n m,Nnpm,n
V(X,y,z)= A" +B;"+A," + B, +m_lrpl [Nal 1 +Nbl B1
m,n, m,n m,Nn,m,n m,n, m,n m,n,m,n
tNgg Ap" *Npz By + Dag Agm +Dp3 By
(1.23c)
Pour le probleme 1.16,
¥ ¥
— 0,0 0,0 m,n, m,n m,n
V(X,y,2)= A" + B3 + o [Dal A1 +Dbl B1
m,n, m,n m,Nn,m,n m,n, m,n m,Nn,m,n
+D2A2 +Db2 82 + N3A3 +Nb3 83 ]

Pour le probleme 1.17,

¥

¥
- 0,0 0,0 m,n, m,n m,n
Vix,y,z)= A" + B, + o [Nal A1 +Nbl B1

m,n , m,n m,n m,n , m,n m,n
+Da2 A2 +Db2 82 + Da3 A3 +Db3 83 ]

Pour le probleme 1.18,
¥ ¥
— A00 0,0 0,0 0,0 m,n m,npm,n
V(x,y,z) = A" +B"+A° + B, + . [Dal 1 +Dbl |31

m,n , m,n m,n,m,n m,n , m,n m,n,m,n
+Na2 A2 +Nb2 82 + Na3 A3 +Nb3 83 ]

Pour le probléeme 1.19,

¥ ¥
V(x,y,z) = A +BY°+AJ% + B + NTNAMN  ymngm,n

ey oAl 1 bl 1
m,n , m,n m,Nnom,n m,n , m,n m,n,m,n
tDaz Ap7 D3 Byt Ngg Agt #Nps Ba]
Pour le probleme 1.20,
¥ ¥
_ 0,0 0,0 mn m,n m,NnpMm,nN
V(xX,y,2)= A" + B," + o [Dal 1 +Dbl B1
m,n , m,n m,n,m,n m,n , m,n m,N5m,n
+N2A2 +Nb2 82 + D3A3 +Db3 83 ]
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Nous allons maintenant examiner certaines progriétgportantes d’un champ de potentiel

comme le champ géomagnétique.

|.3— Propriétés importantes d’'un champ de potentiel

1.3.1—- Normalisation des fonctions de base

Pour simplifier les expressions des produits seedai’'une part, et pour obtenir des valeurs
numerigues qui ne sont pas trop grandes d’autre pagst souvent préférable d'utiliser des
fonctions normalisées.

Pour les fonctions cosinus et sinus, nous n'avdas pesoin de normalisation car ce sont des
fonctions appartenant déja a lintervalle [-1,1] isneen ce qui concerne les fonctions
exponentielles dans I'expression des fonctionsase b.21d - 1.21e - 1.21f - 1.21g - 1.21h - 1.21i -
[.22d -1.22e - 1.22f - 1.229g - 1.22h - 1.22i, noaons les normaliser de telle maniére que :

[ = | e [fdt=a (1.242)
- X

Dans ce cas la fonction normalisée sera donc :

1 t X
I:normée_ \/5[ € ]—io (|2)4b
Alors, les fonctions de base normalisées sontstejile :
m2 nz 12
_mn®
. 2cod?(? v ® 0) my nz - my . nz
DI" = — [cos coS +(-1)"cos sin +
pyz M n? 2Y, 2z, 2Y, 2z,
v 3 (1.24c)
m2 nz 12
.m nz ..my . nz, 222 %
(- 1)”‘+1sm—ycos— +(- 1)”‘+“sm—ysm—] g’ Vo %
2y, 2z, 2y, 2z,
m2 n2 12
— 5t X
m;n 2COSU2(2 o 0) my nz n+l y nz
D, =- cos COS +(-1)""cos sin +
bl 1/2
p1/2 1+i2 2y0 0 yO 220
v 3 (1.24d)
m2 nz 12
. m nz .omy . nz. g2 *
- )™sin—"Y cos— " + (- 1)™"sin—"Y gjn_"Z1e 2 % %
2y, 2z, 2y, 2z,
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12

m?  n?
- 4
i 2c0g/2(® % % y0) mz n x o mz . nx
D = —~[cos cos +(- 1)™*cos sin +
iz M n? 2z, 2X, 2z, 2X,
23 X3 (|24e)
m2 2 1/2
. mz n x . Z.. NnNX, 225 7
(- )™ sin COS +(-1)™"sin sin Je” ® %
2z, 2X, 0 2X,
m2 nz 12
2003“2(E @ yD) mz n x mz n x
Dy’ = - — [cos coS +(-1)™cos sin +
e s O © T 2an
z5 x5 .
m2+n2 l/Zy
. mz n x . Z . NX, 2725
(- 1)™sin——=cos—— +(- 1)™"sin sin Je?® %
2z, 2X, o 2X,
mz nz 1/2
2005”2(E i Z0) m x ny m x ny
D& = —= [cos COS +(-1)"" cos sin +
pl/z m2 + I’]2 2X0 0 2XO 2y0
X2 y? (1.249)
mz nz 1/2
. mx n : X . NV. 3% Z
(- 1)™sin cos—Y +(- 1)”‘+"S|n—s|n—y]e2 oY
2X, 2y, 0 2y,
mz nz 1/2
/2 232y
2co o m X n mx . n
D' = - ( 1,2) [cos R Y +(-1)™cos sin— b
v M n? Xo Yo 0 Yo
Pty (1.24h)
0 0
mz nz 1/2
. mXx n MmX . Ny, 3,052 2
(-1)™sin cos—Y +(-1)™"sin—-—sin y]e2 o %
2Xq 2Yo 2X, 2y,
mz 2 12
. 20031/2(5 % 4 ZD) my nz . my . z
N = [cos CoS +(-1)"cos——sin +
al 1/2
2 2 2y, Zy 2y, 2z,
y2 M N )
P et (1.24i)
yO ZO
my nz my nz 5m72+n*§1/2><
(- 1)"sin cos——+(- 1)™"sin sin ]e” o ®
2y, 2z, 0 2z,
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112
m?  n?

)

+
2 2
) 2COSU2(2 Yo %o )

m nz my . nz
Ny = —~[cos Y cos +(-1)"cos Y sin +
e m? .\ n2 0 2z, Yo 2z,
2 42 .24
y2 z? (1.24j)
mz n2 1/2
.. m nz .. my . nz, 2922 %
(- D)™sin Y cos +(- 1)”‘+”sm—ysm—]e Yo %
0 220 0 220
mz nz 1/2
5 2t Yo
2 z§ x
2cos’?(" ® mz n x mz n x
Ng' = ( 1,2) [cos coSs +(-1)"cos sin +
L, m? n? 2z, 2X, 2z, 2X,
P2t (1.24K)
0 0
m2 n2 1/2
. mz n x . Mz . NX; 2252 Y
(-1)"sin cos +(- 1)™"sin sin ]e® ® *
o 2X, 2z, 2X,
mz nz 1/2
2005”2(570 E y0) mz n x mz n x
Ng' = - —= [cos cos +(-1)"cos sin +
1/2 m2 + n2 220 0 ZO 2XO
P ot e (1.241)
Z0 XO
mZ r|2 1/2
. mz n X . . NnNX, 225 7
(- 1)™sin cos—— +(- 1)™"sin sin Je 2% %
m2 nz 1/2
22z %
2cog’2(? e % mx n mx . n
NG = ( 1,2) [cos cosY +(-1)"cos sin—Y +
L, M n? 2X, 2Y, 2X, 2Y,
P et e (1.24m)
Xo Yo
m2 n2 1/2
. m X n . X . n - 7+7 z
(- 1)”‘S|n—cos—y +(- 1)”“*”S|n—5|n—y]e2 o Yo
0 0 2Xq 2Y,
m2+n2 1/2Z
D w2 2 0
2cog’2(? e %o mx n mx . n
Ngy = - ( 1,2) [cos cos—Y + (- 1)"cos sin—Y +
v M2 n? 2X, 2Y, Xo 2y,
N (1.24n)
0 0
m2 n2 1/2
. mx n : X . Ny, 3.ate ?
(- 1)”‘S|n—cos—y+(- 1)m*”sm—sm—y]e 2% v
2X, 0 2X, 2y,
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1.3.2 - Condition de flux
Pour le probleme 1.13, les conditions aux limitestent sur le potentiel plutdt que sur ses

dérivées. Aucune contrainte n’est imposée sur delignt des potentiels;YV, et V3 et donc la
condition de flux est automatiquement satisfaite.

Pour le probleme 1.14, les conditions aux limitegtgrat sur la dérivée des potentiels et pour que
la décomposition en trois sous problemes soit cteral faut que les conditions de flux soient

respectées séparément par F, G, H qui seront @acassda composante, Bur la frontierd, W,
la composante Bsurf, W et la composante Burf ,W. D’apres le calcul de F(y, z), G(x, z), H(x,
y), on montre respectivement que :

FdS =0, GdS =0 et HdS,=0 dou le flux est donné par =0 alors la

kw ww LAY
condition de flux est satisfaite.
Pour le probléeme .15, la condition de flux 1.21vidmt respectivement, pour chacun des
potentiels \{, V2, V3 ﬂdsx =0, ﬂds/ =0 et ﬂdsz =0donc la condition de flux est
5, WX g 1Y v, 12

satisfaite. Un raisonnement similaire s’appliqueiples problemes (.16 — .17 — .18 — .19 —

1.20) et on aboutit & la méme conclusion.

1.3.3- Orthogonalité des gradients

[.3.3.1 - Cas du probléme 1.13

Soit Y3 =NU[}
CommeU|}" peut étre a valeurs complexes, on définit le pitdtermitien suivant :

<YLY >= Y Y e ouY R =NUTLY, UL étant le complexe conjugué dé". On
w

rappelle la premiere identité de Green (BlakeB98@) qui permet d’exprimer ce produit scalaire

par une intégrale de surface sur

NUNVd = uﬂd si V=0
g Tn
= VEd Si u=0
g 1
1 3 - -
Donc <Y ", Y " >=1,(,k,m,n, j’,K',m',n’)

=1

avec
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1,G.k,m,n, j,k,m,n)=- U’ 1Uj’“k” dxdz+  UJY ﬂlUJ”‘k” dxdz
Yo y “Yo Yo y Yo

.G, k,m,n, |, k', m,n)=- U"" TG dxdy+ U™ TG gxd

CAVERAN] IARY] J ] ’ ] - 7 j’k ﬂz j',k' y X j,k ﬂz j',k' y

Nous remarquons queg (j,k,m,n, j',k',m',n") n’est pas nul en général si n=m’ ou n=m’. En

effet :
1,(4,k,m,n, j',k',m',n") =0 sijtil
LG, k,myn, j',K,m,nY) = Ci(k,m,n) o mm an si j=letj=1
1,G, k,m,n, j',k',m',n") = C(k,m,n,k’,m") si j=letj=2
1, G, k,m,n, |,k m,n) =CJ(k,m,n, k', m") .. sij=let =3
avec

Ci(k,m,n) = 2K, (m,n)y,z, sh(2K, (m,n)x, )

2 1
C2(k,m,n, k', m’) =i™" nmz, — DKy 4 (1)l (1 Koo
axy, (K3 (M) +— )
4y,
DMK M)y 4 1\ o6 (DKM,
[e +(-1)""e ]
2 1
C}(k,m,n k', m)=i"™" MYo _ [etd Katmmizo o (- gymitgt (1 HKstmmiz
. n
AxZ, (K3 (M',m)+———)

0
[e(-l)kKl(m,n)xo +(-1)™et ('1)kK1(mvn)Xo]

De méme pout,(j, k,m,n, j',k',m',n’)

I2(j,k,m,n, j,k',m,n) =0 sijt 2
|G,k m, 0,k mm) =C%(k,m,n,k‘,m') - si j=2 et j=1
1, @, k,m,n, j,k,m,n) =Co(K,m,N) o o ke si j=2 et j=2
1,3, k,m,n, j',k,m",n") = C5(k,m,n,k',n) .. si j=2 et |=3
avec
C]é(k,m,n,k',ml) :in+m' anO — [e('l)klflKl(mxm')Xo +(_ 1)n+1e(' ('1)kV71K1(mxm')Xo]
n
4x.y,(K2(m',m)+
OyO( 1( ) 4X(2))

[e(-l)sz(m,n)yo +(-1)™et (-1)sz(m,n)yo]

C2(k,m,n) = 2K, (m,n)x,z, sh(2K, (m,n)y,)
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2 '
Cg (k, m’n’ kl,ml) - | n+m' nm XO — [e(' l)kLlK3(n,n)Zo + (_ 1)m+le(- (- 1)kLlK3(n,n)Zo]
, m
4yOZO(K§(n 7n)+ 2 )
4z;

[e(' 1) K2 (mn)yo + (_ 1) n+1 e(‘ (-1¥ K2 (mn)yo ]

Et pourl,(j,k,m,n, j',k',m',n’)

1,0, k,m,n, j',k'm',n") =0 sijt3
I,G,k,m,n, j',k',m',n") = CL(k,m,n,k',m’) - si j=3etj=1
I,G, k,m,n, j', k', m",n) = C3(k,m,n,k',n") ... sij=3etj=2
LG, k,m,n, j,K,m,n) =C5(K,M,N) i mm o sij=3et |'=3
avec
Cé (k,m,n, k',m’) =i nem' 2 mn'y, - [e(- DR ()Xo (- 1)m+1ee - 1)k"1K1(nn')x0]

Ax,Z,(K? (n',n) + 4:(2 )

[e(-l)kKa(mvn)Zo +(- 1)n+1e(- (-1)kK3(mvn)Zo]

2 '
nmx k-1 ) K-1 .
0 (-1)° K, (mim)y, n+l ¢ (-1)°" K, (mim)y,
e 2+ (1) e 2]

Ci(k,m,n,k',m’) =i™™

4y oZo (K5 (m', m) + 22 )

0
[e(-l)kKs(m,n)Zo +(- 1)n'+le(- (-1)kK3(mvn)Zo]

C3(k,m,n) = 2K, (m,n)X,Yy, sh(2K,(m,n)z,)

1.3.3.2 - Cas du probleme 1.14

SoientY " =NU[etYR” =NUJY’,

m,n mn «— mn \/ mn'
<YLY >= YRy e

w
» u e
<YLY >= Uf};”.ﬂ X ds
w N
On adonc:
mn mn' mn 1-[_Jmkn m,n T[UJPnkn '
<YLY >=- U ), dydz+  UJL( )x, dydz Que I'on note 4
% X & fix
qu qu
= - UN(D9), dxdz+ UTYL(—2%), dxdz Que l'on noted
Yo Ty ¥o Ty
s ury
=- Ui ﬂ”k ), dxdy+ U ( ﬂ"k ), dxdy Que I'on note
7 z 0 o z
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3

donc<Y}" YN >= I (G, km,n, j,k,m,n"
1=1
Calcul de Iy
|1 - X:Jj,k ( ﬂ;( )_dede+ X;Jj,k ( ﬂ;( )Xodde
Ui Uy _ .
Sachant queﬂ—’ = ‘H— =0 pour j=2,3 et pour tout k', m’, n’, le calcul est
X X

effectuer uniquement pour j’=1(potentie{)vV
Pour j=1,
U
x

=(- DK, () exp(e DK, (m',n)x,)F " (V)7 (2)

- Xg

Or U (- Xo) = exp(e ) K (m,n)x,)F ' ()7 (2)

dydz= (- ¥ K, (m',n) exp(€ D¥ K, (m',n)x,

Dol: x ¥
+ (- DFK, (M, n)x, yy £ ™dy I "dz
=C.d,n0,,
avecC._ = (- )¥K, (m,n)y z, exp((c D* + (-1)*)K,(m,n)x,)
o

Bt —o = S EDTK Mim)exp(e DK, (mx0) T ()7 @)

or UJY (o) = exp(c 'K (mn)x,)f [ (y)f] (2)

Uy

m,n
- U 1k

dydz= (- D" *K, (m',n") exp(¢ DK, (m',n)x,
Dou:

o* Xo

Yo

+EDK ), ) FFdy T 7 dz

=C.d. d

Avec C, = (- D) 'K, (m,n)y,z, exp((c D** + (-1)*")K,(m,n)x,)

D’ou

1, G, k,m,n, j,k',m\n) =Ci(k,m,nK) . oo si j=j'=1
Ci(k,m,n,k)=C_+C,

Avec = (- D" K, (m,n)yz[exp(((-1f +(-D*)K,(m,n)x,)

- expl ((- DX + (- D¥)K, (m,n)x,)]
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Sik k,Cl=0

Donc

Ci(k,m,n) = (- D*2K,(m,n)y,z,sh[(-1) 2K, (m,n)x,]
=2K,(m,n)y,z,sh2K,(m,n)x, ]

Finalementl, (j, k,m,n, j',k',m’,n') = C;(k,m,n)d} , &y, si j=])'=1
Pour j=2,
U;kn (-%Xq) = exp((':l-j(_1 Kz(m,n)y)f: (- Xo)fzm(z)
D'ou
Uzy o dydz= (- 2)¢ K, (m',n")exp(C 1)

Xot “Xo

K (' 000 ) (- Xo)  exp((-1) 4K, (m.myr" ()dy 7 7. dz

C.d,,

Calculons C avec n’=m

> exp() K (m )y (dy = (1)t D

K2(m,n)+

0

[exp((- DK, (m,n)y,) - (- D)™ expf (- 1)K K, (m,n)y,)]
n 1 I n I n;yn
2 %) = (expt %) (- 1) exp(%)) = (-1
D’ou :
n+k+k' I n+m'K1(m-1 m)KZ(m!n)ZOeXp((' l)k‘-lK 2 (mlv m)xo [eXp((' 1)k—l

C=-(-1 5 'K, (m,n)y,) -

m
kZ(m,n)+——

(- D)™exp( (- 1)K, (m,n)y,]
UZY (xo) =exp(E 1)K, (m,n)y) 1 (X,) 7(2)
D’ou

U .
Ma dydz= (- 1)**K, (m",n’)

U mn
2,k
Xo" Xo

exp( 1) Ky (M M)} (- X0) " exp((-1) K, (mmyr " ()dy ” £17,dz

C;:+alm,n‘
n 1 I n i n
Sachant que | (- x,) = E(exp(— 7) +(-1) exD(l7)) =1

On obtient, avec m=n’:
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e 1K (M, m)K, (m,n)zexp(€ 1) K, (m', m)x,
2 12

C,=-(-1) [exp(¢ 1) VK, (m',n)y,) -

kZ(m,n)+

2
0

(- 1)™expt (- 1)K, (m,n)y,]
Dot 11 (2, k, m, n, 1, k', m’, n)=C;(k,m,n,k',m’) .. avec
Ci(k,m,n,k',m)=C_+C,
e 1K (M, m)K, (m,n)z,

=(-1) >
K2(m,n)+

2
0

[exp(E 1)K, (m,n)y,) - (- 1) expt (- 1)K ,(m,n)y,)]
[exp((- 1)k._1K1(m'a m)x,) - (- 1)"exp¢ (- 1)k._1K1(m'a m)x, )]

1.3.3.3 - Cas des probléme mixtes

- unr _qur
<YLY >= U;‘k’”.ﬂ Mod = U, Lnd
g T
Le tableau suivant indique le comportementdg” et ﬂj"k' sur chacune des frontieres
‘ n
. .1 .9,
Ui Uz Uz Uy Uy Uy
fn n n
1..wW Non nul [ Nonnulf Nonnul Nonnu nul nul
,w Non nul [ Non nul[ Non nu Nul Non nul nul
W nul nul Non nul| Nonnulf Nonnulf Non nL1I

Tableau I- 1 : Comportement clgjmkn et U sur chacune des frontiergsW, 1, W, 1,W
, n
De ce tableau et de la premiéere formule du prdterimitien, on déduit que :

<YLY >=0 pour j=1,i=3 etj=2,j'=3

De la deuxieme formule, on en déduit que

<YLY >=0 pour j=3,j'=1 etj=3,j'=2

Le produit hermitien est donc a priori non nul ppgjret (j=1, j=2), (j=2, j'=1)
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Pour j=)'=1,
<YW YR >=(- 1)y iz K (mn)[exp(e 1) + (- 1)K, (m,n)X,]
- expl (- 1) + (- ) K (Mn)Xo] e e
= 2y,ZoK, (M, n)sh(2K (M,N)X,) ik mm nn

Pour j=2, =1,
- . intm, g (m',n)K,(m,n) .
< an]l(”, er?k:n >= (- KK 20 1 5 22 [exp(C DK~ 1K2(m,n)y0]- 1)™expf (-1)¢" 1K2(m,n)yo]
Komm+— "5
4y0
[exp(c DX MK mimxg ) 1)Mexpt (- DK mumx 1 1w
Pour j=1, =2,
o . Jm*nz K (m,n)K,(n,n’) .
<YLY >= ke 0L 22 exp(e DF ik mmxk (1) expl (- DK 1K minx ]
Kf(m,n)+ 5
e

[exp(e DK 1y (mmiypr (- 1Mexp( 1 Tyl |
Pour plus de détails, nous pouvons nous référanadxe A.

1.3.4 - Convergence des solutions

Les différents problemes de conditions aux limigeposés précédemment ne sont pas
équivalents numériquement. En pratique, les séniigsies sont tronquées et leur capacité de
représentation d’'un champ de potentiel dépend de Véesse de convergence, donc des
propriétés des fonctions de base. Dans la résoldiéochacun des trois sous probléme W et
V3, nous avons été amenés a résoudre trois problée&turm Liouville régulier différents pour
chacune des variables x, y, z. Les développemerggres des solutions que nous avons trouvés
pour les bases de fonctions sont des développerarrdéries de fonctions orthogonales qui ont
des propriétés semblables au développement dedfoyiiu), en admettant qu’elles constituent
une base compléte, de telle maniére que :

¥
fluy= C./ (). (1.25)
n=1

La fonction f (u) pourrait étre quelconque, mais gratique les nouvelles bases de
fonctions doivent permettre de reconstruire les ebagle fonctions des harmoniques
rectangulaires. Si tel est le cas, nous sommeaigentjue notre décomposition sera adaptée pour
les champs de potentiel. Les développements eresséripeuvent étre assimilés a une

généralisation des développements de Fourier msuquiels certains théoréme d’accélération de
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convergence existent. Les solutions définitivesegpondent aux valeurs minimales des erreurs

définies par les relations 1.30 et 1.31.

1.3.5 - Continuité du champ magnétigue a la frontiée

Rappelons que le champ magnétique observé a lacsutérrestre est la somme d’'un
champ d’origine purement interne, d’intensité beagcplus élevée et de variation temporelle
beaucoup plus lente et d’'un champ d’origine extedimtensité beaucoup plus faible et de
variation temporelle beaucoup plus rapide, appal&ent champ transitoire. Le champ interne se
décompose en un champ régulier d’origine profoageelé champ principal, et d’'un champ de
variations irrégulieres d’origine superficielle, pgbé champ d’anomalie, alors, a l'intérieur du
domaine , nous avons le champ interne et a I'extérieughl@mp externe. Mais, a la frontiere

, le champ n’est pas discontinu, on a toujour®farae des deux champs internes et externes.
Et pour avoir une solution bien précise du modelelthmp dans le domaine rectangulaire, il faut
tenter d’éliminer le champ d’origine externe arantiere . De nombreux travaux ont montré
combien il était difficile, méme dans un observapde séparer le champ d’origine externe du
champ interne, la composante externe, ayant deshluttiins de périodes allant jusqu’a celle de
onze ans du cycle solaire (par exemple, Courtdlote Moul, 1988).C’est vrai a plus forte
raison, dans les stations de répétition et poueless magnétiques en générale.
La méthode de réduction classique des donnéestdigns de répétition permet seulement
d’éliminer une partie du champ d’origine externengiéhypothése ou celle-ci est identique a la
station de répétition et a I'observatoire le plusche. Andriambahoaka et al., (2007), a proposé
une nouvelle méthode de réduction de donnéesauili® modele CM4 (Sabaka et al., 2004).
Cette nouvelle techniqgue permet de mieux élimireerchamp externe d'une part et de se
débarrasser des hypotheses limitées de la métHadsique d’autre part. Dans le cas d'une
modélisation régionale, on dit que le champ esticora la frontiere du domaine considéré si le
champ sur cette frontiere est identique a celui dhurdele global (considéré comme champ
externe a I'extérieur du domaine en question).ifframent, cette hypothese est vérifiee si les

effets de bords sont faibles.

|.4- Expression finale du formalisme de modélisatio dans un domaine rectanqulaire

1.4.1- Critéres préliminaire pour réduire le nombre de décomposition

Le champ magnétique construit dans le domainerrgataire a partir des huit problemes
de conditions aux limites a les caractéristiqguegasues :
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Problémes Caractéristiques Conditions
Condition de flux Satisfaite
Probléme (1.13) Orthogonalite des gradients Non
Vitesse de convergence des solutions Trés lente

Effets de bord

Tres importants

Condition de flux Satisfaite
Probléme (1.14) Orthogonalite des gradients Non
Vitesse de convergence des solutions Rapide
Effets de bord Faibles
Condition de flux Satisfaite
Probléme (1.15) Orthogonalite des gradients Oui
Vitesse de convergence des solutions Lente
Effets de bord Importants
Condition de flux Satisfaite
Probléme (1.16) Orthogonalité des gradients Oui
Vitesse de convergence des solutions Lente
Effets de bord Importants
Condition de flux Satisfaite
Probléme (1.17) Orthogonalité des gradients Oui
Vitesse de convergence des solutions Lente

Effets de bord

Trés importants

Probleme (1.18

Condition de flux Satisfaite
Orthogonalité des gradients Oui
Vitesse de convergence des solutions Lente

Effets de bord

Tres importants

Probleme (1.19)

Condition de flux Satisfaite
Orthogonalité des gradients Oui
Vitesse de convergence des solutions Lente

Effets de bord

Tres importants

Probleme(1.20)

Condition de flux Satisfaite
Orthogonalité des gradients Oui
Vitesse de convergence des solutions Lente

Effets de bord

Tres importants

Tableau I- 2 : Caractéristique du champ magnétique dans le dom&icingulaire.
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Nous sommes en mesure de construire des baseaam®iis adaptées a la reconstruction
d’'un champ magnétique dans une région délimitédepdomaine aprés avoir étudié les huit
problemes de conditions aux limites pour la résofutie I'équation de Laplace dans un domaine
rectangulaire. L'utilisation de conditions aux ltes, sur tous les bords du domaingnous a
permis de définir des bases de fonctions plus odeplque celles du développement en
Harmoniques Rectangulaires habituel (Alldredge,1188 1982). Bien que certains des huit
problemes précédents soient formellement équivaldmtconvergence de leurs solutions et leur
capacité de représenter un champ magnétique sanement liees aux conditions aux limites
choisies. Le fait que les gradients du potentielsapt pas orthogonaux rend la modélisation
instable voir impossibléNous devons sélectionner les problemes mixtes épifiant la condition
d’orthogonalité des gradients. Puis parmi les sisnloinaisons possibles des problemes mixtes,
nous sélectionnons les problemes (1.15), (l.16yespondant & des effets de bord pas trés
importants. Sachant que ces deux problemes somtadepnts, nous pouvons nous intéresser
uniguement a la décomposition (1.16). Il est a agqoer que la représentation du champ
magneétique dans le domaine rectangulaire par détdemposition montre une parfaite cohérence
avec les détails procurés par l'analyse des coewegs. Il n'‘en reste pas moins que la
reconstruction du champ dans le domaine rectamguiimontré, aprés comparaison avec le
champ initial, des valeurs de résidus importantestédonné le développement des séries
utilisées. Ce point qui a premiére vue est sangjssera cependant levé par un examen attentif
des contributions respectives de chaque indice éweldppement sur la reconstruction. Il
deviendra vite évident que les développements athtéx des indices ne pourront pas étre
irréfléchis, sous peine de rechercher des coefisiele Gauss de contribution négligeable et
d’ignorer des coefficients de Gauss importants gdaureconstruction. Ces différents aspects
pourront étre discutés d’'un point de vue énergétig nous pouvons alors déterminer les
meilleurs développements possibles ainsi que egton de I'erreur de reconstruction engendrée
par le choix des indices de troncatures. Ainsi, mé&nle probleme direct semble converge
lentement, absolument rien ne nous permet d’affirme le probléme inverse ne pourra pas
trouver des coefficients qui s’ajustent bien aunghamagnétique, méme dans le cas de

troncatures élevées.

1.4.2 - Expression du champ magnétique

Le champ magnétiquigdans le domaine est exprimé comme le gradient du potentiel
magneétique scalaire V, solution de I'équation dplaee soumise a des conditions aux limites
donc :

Pour le probleme (1.16) :
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m,n m,n
Bx = v [Am’n ﬂDal + 1-[Db]. +Am’ ﬂDaZ +
met 1 - L X 1 x 2 x (1.26a)
m,n
oo, amn ™z mn Mg Mp3
2 qx 3 x 3 W
m,n m,n
B = amn“al ﬂDbl L AMN nPaz N
w1 Wy 1 Ty 2 Ty (1.26b)
m,n m,n m,n
gm.n ﬂDb2 + AN ﬂNa3 +gMmn_"b3 ﬂNb3 — b3
2 My S Ty S Wy
m,n
¥ ¥ m ﬂD ﬂD
B, = Amn_"al . gm b1 + AMN Ta2 a2 +
m=1 n:1[ 1 9z 1 9z 2 9z (|26C)
m,n
s Pp3 L ma ™G mn ™R3 Mo3 |
2 1z 3 1z 3 1
avec
1
mn 2 2 o
D 2
D2 :% m_2+”_2 D (1.26d)
T y Z,
1
mn 2 2 o
Dy, :_% m_2+n_2 D (1.26€)
T Yo© 2
D4’ M 2 ] X[-sin MY cos r]Z+(-1)"+Zsin—mysin nz,
v 2y, 2y, 2z, 2y, 2z, (1.26f)
(- 1)™*cos MY cos +(-1)™"cos MY sin nz]
2y0 ZO 2y0 220
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1Dy Mg 2% 4 [-sin MY cos r]Z+(-1)“*Zsinﬂsin Nz,
Ty 2y 2y, 2z, 2Yo 2%
(- 1)™cos MY cos nZ+(-1)'""+”cos MY sin nz]
2y, 2z, 2y, 2z,
Dm,n 7m722+2—2 X .
D N g2 i 4 [- cos MY sin r]Z+(-1)“+1cos MY cos "2+
1z 2z, 2y, 2z, Yo 2z,
(-1)”‘+Zsinﬂsin r]Z+(-1)”‘+”sin MY cos nz]
2y0 Z, 2y0 220
(1.26h)
Dy _ Neg 2% 4 [- cos MY sin nZ+(-1)”+1cos MY cos % +
1z 2z, 2y, 2z, Yo 2z,
(-1)m*zsin—mysin nZ+(-1)"‘“‘sin MY cos nz]
2y, Z, 2y, 2z,
. 71;”721/2)/
D2 _ N g2 % [-cos M2 sin nX+(-1)”+1cos M2 cos X+
X 2X, 2z, 0 2z, 2X,
(- )™2sin— 2 sin—"X 4+ (- )™ sin—% cos ]
2z, 2%, 2z, 2Xq
D" *m** g : +
D, _ N2 [-cos M2 sin nX+(-1)"1cos MZ o5 "X
X 2X, 0 0 2z, 2X,
(- )™2sin— 2 sin—"X 4+ (- )™ sin—% cos ]
22, X, 2z, 2Xq
1
Y _p m®, n? 2,
2a
Ty 2 Z, on
1
mn 2 2 o
F _ p m° n° 2.,
2b
iy 2 22 x,
Dm,n 7’:722,,:72 y . . .
Dz _ LPCE [-sin MZ co0s nX+(-1)“+25|n MZ 5" X
1z 2z, 2z, 0 2z, 2X,
(-1)™cos M2 os nx+( 1)™" cos M2 sin nx]
2z, X, 2z, 2Xg
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12

e S sy
P _ Mg 24 [-sin M2 cos—1 X+ (- 1)™2sin MZ gin—" X +
9z 2z, 2z, 2X, 2z, 2X, (1.260)
(-1)™'cos MZ o5 " X+(- 1)™"cos M2 gjn—" X]
2z, 2X, 2z, 2X,
MNes _ M g2 43 v [sin—X cos Y 4+ (- 1)mtsin— X gin Y 4
X 2X, 2X, 2y, 2X, 2y, (1.26p)
(-1)"cos MX cos— 1Y +(-1)™"cos MX sin ny]
2X, 2Y, 2x, 2y,
INDY  m aete o mX ny . MX_._ Ny
= e " [-sin CoS +(-1)" sin——sin——+
x 2X, 2X, 2y, 2X 2y, (1.26Q)
(-1)"cos MX cos ny+(- 1)™"cos MX sin ny]
2X, 2y, 2X, 2y,
N m,n — r:—22+n—z z .
MNas _ N g2 % ¥ [-cos MX sin ny+(-1)”cos MX cosY 4
Ty 2Y, 2X, 2y, 2X, 2y, (1.26r)
(- )™ sin—"X sin—Y + (- 1)™"sin—"X cos— Y]
2%, 2y, 2X, 2Y,
Mes = _Ng2u [-cos— X sin— Y + (- 1)" cos— X cos— Y +
Ty 2Y, 2X, 2y, 2X, 2y, (1.265)
(- 1)™*sin MX sin rly+(- 1)™"sin MX cos ny]
2X, 2Y, 2x, 2Y,
1
mn 2 2 E
N =2 M (1.26t)
Tz Xo”™ Yo
1
m 2 25
Ny __p m= _ n" N (1.26u)
9z 2 2

1.4.3 - Mise en éguation du probléme inverse

Sachant gu'il s'agit d’'une premiéere tentative dénsion de données magnétiques avec notre

formalisme, nous allons nous limiter au cas ouclesfficients de Gauss sont constants, c'est-a-

dire que les données utilisées sont supposées c@taneprises a une méme époque. Dans la

pratique, cette hypothése est valable si ellegtihtacquises pendant une durée de I'ordre d’'un

mois.
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L’expression du champ magnétique précédent enitondes indices Max et Nnax €st donc :

M N m,n
B = m,n ﬂDal ﬂDb1 m,n ﬂDaZ
X [A _— +B —= + A +
m=1 n=1 1 I 1 Ix 2 ﬂX (|27a)
m,n
gMm ﬂDb2 +Amnﬂ a3 +anﬂ b3 ]
2 ix 3 ix 3 x
m,n
MraNme 'IIDal ﬂDbl m.n ﬂDaZ
B, = [A —al ,gmn_Dbl 4 A +
a1 Ty 1 Ty 2 Ty (1.27b)
m,n
m,n Pp2 n NG mn Np3
B _ bz, AM +B — 33 ]
2 Ty 3 Ty 3 Ty
M N max m,n m,n m,n
B. = m,n ﬂDal ﬂDbl m,n ﬂDaZ
z [A +B + A + 127
ma e L 9z 1 {1z 2 9z ( C)
m,n m,n ,
m,n ﬂDbZ m,n ﬂNas m,n ﬂNb3
B — 2 + A 9 4B — 3 ]
2 1z 3 9z 3 1z

Les expressions des dérivees des fonctions comigssBn By, B, sont données par les équations
[.24d a 1.24u.
Nous devons donc fixer les indices,M et Nnax qui définiront I'ordre du développement des
fonctions de bases que nous calculerons. Suppagengaous avons gNdonnées a inclure dans
notre modélisation (Nvaleurs de X, N valeurs de Y, N valeurs de Z). Désignons pap k&
nombre total des coefficients de Gauss nécessdames le probleme (1.16). La valeur de MNst
donnée en fonction de Mxet Nnax telle que :

Np= 6 MmaxNmax (1.28)

Les équations (1.27) précédentes sont linéaires tescoefficients inconnuAJm'net peuvent

s’écrire sous la forme matricielle :
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Al BXl
Bl
BXN
1 1 1 1 P
A2
3N ND+1 ND+1 ND+1 ND+1 _ BYl |29
D 82 - ( a)
BYND
2ND+1 2ND+1 2ND+1 2ND+1
AS
BZl
F
BS
BZND
P D

ou F estla matrice des fonctions, est forméa8Njelignes et de Ncolonnes. Ses éléments

i i i pour i=1,...,3N sont les produits des fonctions cosinus, sinusxgtonentielles
normalisées dans le méme ordre que les coefficieatsmencant par les lettres A et B
respectivement.
P le vecteur des coefficients inconnus. C’est uotere de dimension X1 formé par les
coefficients rangés commencant par les lettres B adns I'ordre unidimensionnel.
Et D le vecteur des données, constitué de troisposantes du champ en un ensemble fini de
points de mesure. Il est de dimension3NL(Np lignes pour B, Np lignes pour B, Np lignes
pour By).
Les données étant supposées bruitées, on utilimedele statistique classique :

D=FP + (1.29b)

ol est une variable aléatoire gaussienne de moyerteeatule variance?. En principe, il y a

Np paramétres inconnus eponnées, avecNE Np. La matrice F de dimension 3 Np peut

étre considérée comme la matrice d'une applicéitiéaire deA N* dansA "o .

La résolution de I'équation (1.29b) se fait pami&thode des moindres carrés ordinaires car au
terme de convergence, elle est plus rapide paorgppx autres méthodes. Pour cela, le vecteur

des inconnues Fobtient par :
P=(FF)'FD (1.29c)
ot F' désigne la transposée de la matfice

Ici, nous considérons un poids identique pour ®ués données et nous n'imposons aucune

contrainte dans notre inversion.
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1.4.4 - Estimation d’erreur et données utilisées

Connaissant le vecteur des paramefesous sommes en mesure de déterminer le champ
calculé par notre modele en un point quelconqueéainaine rectangulaire. Puis nous pouvons
estimer l'erreur correspondante en examinant l@mdihce entre les vraies valeurs observées et
les valeurs théoriques calculées par notre mo@dpendant, il est a noter que 'erreur obtenue
par la méthode d’inversion ci-dessus est proporgtl@raux valeurs absolues des éléments du
vecteur D. Ainsi, il faut que les éléments du vecte ne soient pas trop grands.

Nous prenons les composantes geographiques dyostiocales ¥ Ys, Zs provenant du
modele CM4 par exemple aux quelles nous ajouton®ruit gaussien de moyenne nulle et
d’écart type =5nT. Puis nous calculons les composantgs Bsy, Bsz correspondantes ainsi que
la matrice des parametres P (relation .29a). Neusléduisons ensuite les composantes B
Bcv, Bcz calculées a l'aide de notre modele, c'est-a-diteutées a I'aide de la matrice P. Enfin,
nous déterminons les composantes géographiquesalesocs, Yc, Zc correspondantes.
Conformément aux pratiques de I'analyse statistigoes nous intéressons aux erreurs dont les

moyennes sont définies par :

1 Mo

X =N—D . (XS - Xci) (|30a)
1 Mo

TN (Ys - Ye) (1.30b)
1 Mo

z :N—D . (Zs - Z¢) (1.30c)

Dans une inversion par moindres carrés ordindieeserreurs moyennes doivent étre voisines de
zéro si le modéle est en bon accord avec les denr#sns ce cas, I'erreur du modéle est

classiquement évaluée par :

1 Mo

y :\/N_ Xg - X - %) (1.31a)
D i=1
1 M )

v N (Ys-Ye - V) (1.31b)
D i=1
1 Ne )

2 N (Zs - Z¢ - ) (1.31c)
D i=1

La suite de notre travail consiste alors a exanii@eolution de I'erreur moyenne et de
I'écart type sur chaque composante du champ enidondes indices de troncature,M et

Nmax. Ceci nous conduit a la deuxiéme partie de noémaire.
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Pour que notre théorie puisse étre bien validésouls faut des considérations numériques
et des applications qui font I'objet de cette deme partie de notre mémoire.
Cette deuxieme partie comprend principalement &tapes dont la premiere est consacrée aux
étapes préliminaires pour le changement de refgétesecomposantes du champ. Comme notre
domaine est un parallélépipede rectangle, il y & @ditions sur ses dimensionset y et
Zo.Nous avons besoin aussi des données synthétiquespouvoir faire un essai pour la
premiére fois pour tester la validité de notre mééo
Dans la seconde étape, nous présentons un logigeimodélisation dans un domaine
rectangulaire. Ce logiciel est établi avec MATLA®atrix laboratory) dans le but de faciliter
toutes les applications liées a I'étude de cettertiggue de modélisation régionale.
Enfin, la derniere étape concerne les résultaenols et discussions.

1.1 - Etapes préliminaires

Rappelons que le champ géomagnétique en un paimédau notre globe terrestre est représenté

dans le repére géographique (0, , h) par le vecteuB . La latitude varie entre -90° a 90°, la

hY

longitude comprise entre -180° a 180° et l'altitude h estifpee ou nulle et est exprimée en

metre. Le vectelB est caractérisé par ses composantes Nord XY,Barticale Z (comptée
positivement vers le bas), horizontale H, F (intiendu champ) et des angles D (déclinaison
magnétique, comptée positivement vers [I'Est) etiriclihaison magnétique, comptée
positivement vers le bas). Nous commencons dornifeat@er le changement de repére et des
composantes du champ pour déterminer les coordsraiési que les composantes du champ

dans le repére rectangulaire.

11.1.1 - Changement de repéere

Considérons un point P de coordonnées ( h) dans le repéere géographique local.
Désignons par ¢, o, hy) les coordonnées de I'origine O du repere rectiaimguet par (X, Y, z)
les coordonnées du point P dans le repére rectingul

Si 'axe Ox est exactement dans la direction Esiest et Oy dans la direction Nord- Sud
(figure 11-1)
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Figure II- 1: Domaine rectangulaire dans le plan Oxy

la relation qui relie ces deux systemes de coordesast :

x=C,( -/ o)
y=Cy( - o) 1.9
z=h- hO

Nous admettons que la terre est sphérique de y&371.2 km, X et y sont multipliés par les
coefficients G et G respectivement afin de convertir le degré en krimsiA G, et G, sont
exprimés en km/degré. D’apres la formule classideela géométrie sphérique, la distance

sphérique entre deux points du globe est donnée par

dsphérique: Rcos'l[sin( 1)sin( 2) +cos( 1)cos( 2)cosf 5" jl)] (1.2)

ou et ,sontles latitudes des pointsi et N°2respectivement
1 et ,sontles longitudes des poimtsl et N°2respectivement.
R est le rayon terrestre.
Cx correspond a un degré de variation en longitudeoat une valeur de la latitude donnée. Sa

valeur s’obtient alors en prenant 1=1°= /180rad et,= ;= , soit:

_ -1/cin2
CX =Rcos ~(sin“( )+cosz( )COSH) (1.3)
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Cette formule de Ccorrespond a un polynéme de 4 degré a 0,01km(figese II-2) c'est—a —

dire :
C=Cs *+GC 3+ G, 2+ C 1+ G (11.4)

Les valeurs des coefficients &C, sont affichées sur la figure 11-2.

Figure II- 2 : Courbe de variation de la constantg €h fonction de la latitude

Remarquons que variex@eaucoup en fonction de la latitude (figure II-Bar exemple, a
I'équateur (=0°), G, =111,19km/ degré.

Avec =25°, G =100km/ degré et avee80°, G =20km/ degré.

La relation 1.4 permet de détermineconnaissant C La figure 1I-3 illustre la dépendance dg C
en fonction de a l'aide d’une représentation géométrique concrete

C, correspond a 1° de variation en latitude et pow waleur de la longitude donnée. Sa valeur
s’obtient alors en prenant,- 1=1° = /180 rad et ,= ;. La valeur de ¢est constante et est

donnée par :

_ 1 - L 2w~ - R
Cy = Recos'(sin( )sin( +18c)+cos( )cos( +18C)) C, Tac (1.5)
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Figure II- 3 : lllustration de la dépendance de én fonction de la latitude

Maintenant, si I'axe Ox fait un angleavec la direction Est- Ouest (figure 1l-4)est compté
positivement vers le nord et négativement verautg alors il faut faire une rotation d’angle

dans le plan horizontal c'est-a-dire on utilisenkgtrice de rotation classique :

cos sin 0
M= -sin cos 0 (11.6)
0 0 1

Alors, la relation entre ( , h) et (X, Y, z) est :

X= C0s Xp*sin yp
y=-sin x,+cos yg, (1.7)
z= 7,

Ou sous forme matricielle :

X cos  sin 0 Xp
y = -sin  cos 0 Yp (11.8)
z 0 0 1
’p
X, =C,( -/ )
Avec yP:Cy( - O)
Z,=h- h0
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Figure II- 4: Domaine rectangulaire dans le plan Oxy en faisant une rotation d’anglavec
la direction Est-Ouest
Et inversement, connaissant (X, y, z) on peut détar (, , h) en suivant les étapes ci-

dessous :
Xp cos  sin o
- Calcul de (%, yp, zp) avec la formule Yp = - sin  cos 0
0 0 1 z
’p

Ye

y

- Calcul de al'aide de larelation =/ +%.

- Calcul de al'aide de la relation=+

y

- Calcul de h : h=¥zp.

11.1.2 - Changement des composantes du champ

Nous partons des composantes X, Y, Z du champ lgéarepére géographique local puis

nous calculons les composantes rectangulaigeB,BB,.
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Si 'axe Ox est exactement dans la direction Bstest et Oy dans la direction Nord- Sud sur la
figure précédente, la relation entre les compesaid, Y, Z du champ et les composantes

rectangulaires est :
Y

= X (11.9)
Z

Mais, si I'axe Ox fait un angle avec la direction Est- Ouest, on utilise la matde rotation M

(11.6) et les composantes rectangulaires du champdonnées par :

X Y
B, =M X (11.10)
5 -Z

Z

Figure II- 5: Repere géographique locale et repére rectangulaire

11.1.3 - Conditions sur les dimensions xet yo du domaine rectangulaire

Dans la transformation précédente, nous avons addgtdistance sphériqgue donnée par
(11.2). Or dans le repére rectangulaire, nous ampta géomeétrie plane classique, c'est-a-dire

que la distance entre deux points est donnée par :

= v R v 2 . 2
OIplane_\/ (Xz Xl) * (y2 yl) + (22 21) .1L)
avec
X, = Rcos ,co9 4 X, =Rcos ,coy ,,
Yq= Rcos SV 4 et Y, = Rcos LS 5 (1.12)
z, = Rsin 1 Z, = Rsin 5

ou i et ,représentent respectivement les latitudes desgpainet N°2.

1 et ,représentent respectivement les longitudes degpoiL et N°2
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R est le rayon terrestre.

Naturellement, la distance sphérique entre deuxtp@ist supérieure ou égal a la distance plane.
Notons par d I'’écart entre ces deux distance, c'est-a-dire :

d = dsphérique d plane (1.13)
Les valeurs des limiteg %t y doivent étre choisies de facon a ce qdesoit petit. Etudions les
variations de d en fonction de et de
Faisons varier pour une valeur de donnée c'est-a-dire nous prenons les valeursrdgesaans
la formule 1I-2 :

1= 2et - 1= avec ;=0donc ,= (1.14)

Et tragons d en fonction

Figure II- 6: Ecart d en fonction de la variation de longitudea latitude constant

Faisons varier pour une valeur de donnée c'est-a-dire nous prenons les valeursrdgesaans
la formulell.2 :
1= 2 et - 1= avec ;=0donc ;= (1.15)

Et représentonsd en fonction

Figure II- 7: Ecart d en fonction de la variation de latitude longitude constant
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D’apres les figures 11-6 et [I-7,d croit en fonction de et . Par exemple, l'incertitude sur la
détermination de la distance est de 5 km pour égale a 15°. Donc pour qued soit inférieur
a 0.1km, il faut que I'’équivalent de &t y en degré soit inférieur a 8°.

Pour conclure, il faut quegxet y soient inférieurs a 8° si nous voulons que I'éeartre la

distance sphérique et la distance plane soit plite gpie 1 km.

I1.1.4 - Confection de données synthétiques

Une fois que les parametres géométriques du domeatengulaire sont déterminés, nous
pouvons passer a la validation de notre méthothedie Ides données synthétiques : La confection
de données synthétiques se fait selon les étapemses :

- Nous préparons des points a distribution régul@realéatoire dont le nombre est en
accord avec le nombre des coefficients nécessdmrase par la relation 1.28.

- Nous calculons le champ en chaque point avec leelad@ivi4.

- Nous bruitons les valeurs ainsi obtenues avec uit blanc Gaussien de moyenne nulle
et de variance?avec = 5nT (incertitude absolue sur la déterminatios éiéments du
champ)

Une fois que les données sont prétes, nous pouepndsenter I'erreur en fonction des indices
m et n. Puis connaissant les valeurs optimaleggpondantes, nous passons a la représentation
spatiale des résidus afin de quantifier les efletbord.

Pour faciliter tous nos travaux, nous avons établiogiciel de modélisation rectangulaire que

nous allons décrire par la suite

I1.2 - Description du logiciel de modélisation dansin domaine rectangulaire

Notre logiciel a été établi avec Matlab, abréviatdee MATrix LABoratory. Matlab est un
logiciel de programmation scientifique. Il fut canipitialement, au début des années 1980, pour
manipuler aisément des matrices a l'aide de fonstp® - programmées en s’affranchissant des
contraintes des langages de programmation classique

- plus de déclaration de variables

- plus de phase d’édition — compilation - exécution.

Cette orientation matricielle a depuis évolué vensoutil pouvant étre vu comme une
super-calculatrice graphique et regroupant dansvdesion de base la quasi-majorité des
problemes numeériques. Au début, il était écrit emtren par C. Moler et destiné a faciliter
'accés au logiciel matriciel développé dans lesjgis LINPACK et EISPACK. La version
actuelle, écrite en C par the MATH Works INC, egish version professionnelle et en version
étudiante. Matlab est disponible sur différenteggibrmes (Unix, pc, mac, etc....).
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L’approche matricielle de Matlab permet de trades données sans aucune limitation de
taille et de réaliser des calculs numériques derfdiable et rapide. Grace a ses fonctions
graphiques, il devient trés facile de modifier ratgivement les différents paramétres des
graphiques pour les adapter selon nos besoins.

La particularité de Matlab est qu’il permet de #ifler interactivement soit en mode
commande, soit en mode programmation tout en ag@iours la possibilité de faire des
visualisations graphiques (Part-Enander et al, 1988¢c Matlab, nous pouvons réaliser des
programmes complexes ne nécessitant pas la réapnogtion de routines ou fonctions
classiques car il comprend déja une grande vad&lgorithmes scientifiques ainsi que de
fonctions prédéfinies indispensables pour atteimirige objectif. Les fichiers de programmes
écrits en Matlab portent I'extension ‘.m’. La vensi6.5 de Matlab, qui date de juin 2002, est
completement satisfaisante sachant qu’elle inclya ti#utes les fonctions de base utiles pour
réaliser notre étude. Enfin, les possibilités gedsentations graphiques offertes par Matlab nous
permettent d’établir aisément notre logiciel de nisdéon dans un domaine rectangulaire et de
créer ainsi une interface graphique que nous atlénsre par la suite.

Le programme principal s’appelle ‘mod001.m’ et asdiaffichage de la fenétre principale
représentée sur la figure 11-9. Il est relié awhiiers et sous-programmes suivants (figure 11-8) :

- cadre.m : création d’'un cadre pour bien sépagerdifférentes parties de la fenétre
principale.

- datamod.m : définition des actions a exécutecleuant sur chaque objet de la fenétre
principale. Cette fonction est reliée aux sous-fapygnes suivants :

- convxyz.m : création des limites suivant x, yetu domaine rectangulaire et conversion
des coordonnées rectangulaires correspondanteseioonées géographiquied et h.

- rempli.m : calcul des valeurs du champ ou desduésen tout point du domaine
rectangulaire.

- makegrid.m : fonction de représentation graphidastinée a afficher des quadrillages
selon les graduations des axes.

- madacoc.txt : fichier de données contenant legitodes et latitudes définissant le
contour de Madagascar a l'altitude h = 0.

- calc_Fb.m : création de la matrice des fonctiengelation 1.29a) pour le calcul des
coefficients de Gauss dans I'étude du problémerseveCette fonction est reliée aux 18 sous
programmes (falx.m a fb3z.m, figure I1-8) qui cédeu les dérivées du potentiel V dans le repere
rectangulaire : 6 sous programmes pour les déripaéesrapport a x (calcul dexB 6 sous

programmes pour les dérivées par rapport a y (caleuB) et 6 sous programmes pour les
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dérivées par rapport a z (calcul dg.R.es valeurs ainsi calculées sont les élémenta detrice

F correspondant aux coefficients de Gan$§s', ™", AJM", BJ', AJ™" et B respectivement.

mod001.m
I
datamod.m
| convxyz.m | | calc_Fb.m | | rempli.m | | makegrid.m | | madacoc.txt |

[falx.m] [tbix.m] [fa2x.m] [b2x.m] [fa3x.m] [b3x.m] [faly.m] [fbly.m] [fa2y.m] [fb2y.m] [fa3y.m] [tb3y.m] [falz.m] [fb1z.m] [fa2z.m] [fb2z.m] [fa3z.m] [fb3z.m]

Figure 1I- 8: Liaison entre le programme principal et les difféefichiers et sous-programmes
nécessaires.

Ce logiciel de modélisation répond aux besoinsaus :

- lecture des données géomagnétiques X, Y et Zldaepere géographique local, stockées
dans un fichier dont le format est a définir,

- représentation numérique et graphique des compes¥X, Y et Z lues précédemment,

- détermination des parameétres géométriqligs! o, ho, X0, Yo €t z du domaine
rectangulaire a considérer,

- calcul et représentation graphique ou numérigueecdenposantes Bx, By, et Bz dans le
repére rectangulaire,

- détermination des erreurs de modélisation entimmaes indices de troncature,M et
Nmax

- représentation de la variation spatiale des vésstir chaque composante pour des valeurs
de Mnax et Nnax données

- création d'une distribution de points uniforme aléatoire pour confectionner des
données synthétiques ou calculer systématiquensentdmposantes du champ dans le repere

rectangulaire.
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Figure II- 9: Fenétre principale du logiciel de modélisation damsdomaine rectangulaire

En lancant le programme principal ‘mod001.m’, laé&e principale représentée sur la figure 11.9
est affichée. Certains sous-menus ou boutons siialément désactivés et nous avons congus le
logiciel de facon a ce quils ne seront activés agldss sont nécessaires. lls seront
automatiguement désactivés de nouveau s'ils ne gastnécessaires. La fenétre principale
comprend six zones :

- Une zone composée de deux menus (figure 1l-1®meénu ‘Fichier’ permet d’ouvrir
un fichier de données géomagnétiques dans le rep@ographique local, d’enregistrer les
positions ainsi que les valeurs du champ dans pereerectangulaire, d'imprimer lI'image
représentée sur la zone dans un fichier de format *.tif ou *.jpg ou *.bmpt{ de quitter la
fenétre principale en cliqguant sur le sous-menuespondant. Le menu ‘Outils’ comprend six
SOuUS-menus pour :

- définir la taille des symboles pour représentepbiquement les positions des
points de mesures si 'option ‘Positions de poddsnesures’ de la zone est cochée,

- vérifier les positions des points de mesuresrgpport aux limites du domaine
rectangulaire choisies dans la zonéNotons que tous les points de mesures doivemtétr
l'intérieur du domaine rectangulaire avant de paucalculer les coefficients de Gauss

correspondant au modele
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- enregistrer les positions synthétiques créées tamrmone dans le repere
géographique ou dans le repére rectangulaire $efation cochée dans la zone

- afficher ou non le contour de Madagascar si rssies

- choisir le ou les potentiels a considérer powdeul des coefficients de Gauss.
Cet outil est particulierement indispensable afiaxdminer la contribution de chacune
des potentiels ¥ V-, et V3 pour les valeurs deMx ou Mnax choisies dans la zone

- remplir ou non tout le domaine : dans le cas @’dmstribution de points non
uniforme, le graphe d’une composante du champ e p&s remplir tout le domaine
rectangulaire. Or apres avoir calculé les coeffisede Gauss dans la zone il est
possible de déterminer le champ en tout point duaioe et le graphe peut remplir ainsi

tout le domaine.

Figure 1l- 10: Détails des menus de la zonede la figure 11.9.

- Une zone pour afficher le nom du fichier contenastdonnées a traiter et de les
représenter numériquement ou graphiquement seloptidh choisie dans la zone La
représentation graphique peut se faire soit dansepeére géographique, soit dans le repere
rectangulaire selon l'option choisie dans la zond&lle sert également a afficher les courbes
d’erreur ainsi que la variation spatiale des résidies modeles calculés dans la zone

- Une zone pour visualiser les données a traitete@ene permet d’afficher le nom

du dossier contenant le fichier de données, de hssnalirectement le contenu de ce fichier en
sélectionnant I'option ‘Visualisation des valeursweriques brutes’, de visualiser graphiquement
les valeurs de la composante X ou Y ou Z dansde pbrizontal (Longitude-Latitude xy) ou
dans le plan vertical (Longitude-Altitude xz) ou dans le plan vertical (Latitude-Altitude yz)

en sélectionnant I'option ‘Visualisation graphigges valeurs brutes’ puis les options des menus
déroulants correspondant (figure 1l-11). Il estlégeent possible de marquer ou non les positions

des points de mesures en cliquant sur I'optionitlos des points de mesures'’.

63



Partie 1l : Considérations numeériques et applicaio

Figure 1I- 11: Détails des options de la zone

- Une zone pour déterminer aisément les paraméegeséfriques du domaine
rectangulaire correspondant aux données a traitguré 11-12). Elle permet d’ajuster les
coordonnées géographiquéds, ( o, hy) de I'origine du repére rectangulaire ainsi queJeleurs
des limites ¥, yo et z en degrés ou en km. Rappelons que les coordonifiges$o, ho)
correspondenta x =0, y =0 et z = 0 dans le eepEmtangulaire et queg& X £ Xo, -Yo£ Y £ Yo €t
-20 £ z £ 7. Il est également possible d’'ajuster I'angle deation m de fagcon a obtenir le
maximum de densité de points de mesures dans leaidenrectangulaire. Afin d’éviter
d’éventuelle erreur sur l'introduction des valeutss parametres, nous avons choisi de les
modifier uniguement a l'aide de la souris tout ensidérant des valeurs raisonnables appropriées
aux données traitées. Les limites et les axes duaohe peuvent étre tracées ou non en cliquant
sur l'option ‘Limites’. La visualisation peut seiffa soit dans le repere géographiqgtigl ( h, X,

Y, Z), soit dans le repere rectangulaire (x, yBz, By, B;). La visualisation dans le repére
rectangulaire peut étre graphiquement en choidid&gstion ‘graphe’ ou numériquement en
choisissant I'option ‘valeurs’. Dans le cas ou eatption ‘valeurs’ est choisie, le sous menu
‘Enregistrer’ dans le menu ‘Fichier’ de la zoneest activé et il est alors possible de sauvegarder

les valeurs de (X, y, z,xBBy, B,) correspondant dans un fichier.

Figure II- 12: Détails des options de la zone

- Une zone pour I'étude du modele rectangulaire nement dite. Elle permet
d’examiner I'erreur moyenne et I'écart-type sur g composante en fonction des indices de
troncature Nax et Mnax. L'étude peut se faire soit (figure 11-13) :

- pour Nnax fixé et Mnax variable afin d’examiner de prés l'influence de\
- pour Nnax Variable et Myax fixé afin d’examiner de prés l'influence de,N
- pour Nnax €t Mnax vVariables. La case a cocher ‘Calcul’ est activ@ete option
est choisie. Sachant qu’elle demande un temps Idel galativement long, apres avoir fait le
calcul une seule fois, il est possible d’enregisteenporairement les valeurs ainsi calculées et de
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ne plus faire le calcul en décochant I'option ‘@dilcsi nous voulons revoir les erreurs déja
calculées. Cependant, le calcul est obligatoitessparamétres géométriques du domaine définis
dans la zone sont modifiés. Pour les trois options précédendesalcul se fait en cliquant sur
le bouton poussoir ‘Estimer les erreurs’.

- pour Nnax fixé et Mpax fixé. Cette option est utile pour visualiser laiadon
spatiale des résidus du modeéle pour des valeuks,geet Mmax données, notamment les résidus
sur B, By et B, dans le repére rectangulaire ou les résidus su¥,Xet Z dans le repere
géographique. Aprés avoir choisi les valeurs dgxMt Mnax @ adopter, on clique sur le bouton

‘OK’ pour lancer le calcul et la visualisation.

Figure II- 13: Détails des options de la zone

- Une zone pour créer automatiguement des positeymghétiques selon une
distribution aléatoire ou uniforme. Cette zone gsrticulierement indispensable pour
confectionner des données synthétiques ou calsygtématiquement les composantes du champ
dans le repere rectangulaire. Elle permet de ahleisiombre de points a considérer suivant I'axe
des x (N) et suivant 'axe des y ()N Pour pouvoir uniformiser la distribution des misi de
mesures, Net N, doivent étre proportionnels aux limiteg et y. Ainsi, il suffit de choisir la
valeur de N et N, s’obtient simplement par :

N, =A LN, (11.16)
XO
ou A désigne la valeur entiere arrondie (qui s’obtiaméc la fonction ‘round.m’ de
Matlab)
La répartition des points dans le plan horizontalitpétre aléatoire (en cochant I'option
‘Aléatoires’) ou uniforme (en décochant I'optionl&atoires’). Dans le plan vertical, I'altitude
des points peut étre constante (en cochant l'opi@omstante’) ou aléatoire (en décochant

'option ‘Constante’). La distribution aléatoire ofitient en considérant yNy, positions
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uniformément réparties surxg,xgl, [-Yo.Yol €t [-zg.zp] (la loi uniforme s’obtient avec la

fonction ‘rand.m’ de Matlab). Nous remarquons gee positions sont toujours a l'intérieur du
domaine rectangulaire dont les parametres corregptmdsont définis dans la zonell est
également possible de visualiser ou non les pasitisynthétiques en cliquant sur I'option
'Visualiser’ et de les sauvegarder dans un fichiéaide du sous-menu ‘Enregistrer les positions
synthétiques’ dans le menu ‘Outils’ de la zone

Nous allons par la suite décrire un exemple corafirtde bien illustrer le fonctionnement

de notre logiciel de modélisation.

11.3 - lllustration du fonctionnement du logiciel de modélisation

Toutes les figures explicitant les résultats quesralons présenter dans le paragraphe 1.4
sont obtenues a I'aide du logiciel que nous vertendécrire. Or, il y a des détails importants que
Nnous n'avons pas pus exposer au cours de notreiptest D’ou, il est indispensable de
considérer un exemple concret pour mieux démolesedifférentes possibilités offertes par notre
logiciel de modélisation ainsi que les résultatsespondant.

Pour pouvoir tester si le modéle peut effectivememrésenter le champ magnétique
terrestre, prenons I'exemple du champ calculé @anddéle global CM4 (Sabaka et al., 2004)
correspondant aux 25 stations de répétition malgasbeupées depuis 1983 (annexe B).

11.3.1 - Lecture des données a traiter

On commence le traitement par lire les donnéedigmant sur le sous-menu ‘Ouvrir’ dans
le menu ‘Fichier’ de la zone . Puis, le contenu du fichier correspondant estladf sur la
zone . Le nom du fichier pris en charge par le logidelt porter I'extension ‘.geo’ et dont le
format est illustré sur la figure I1.14. Nous rempaons que la premiére ligne doit étre exactement
identique & lat(°) lon (°) alt(m) X (nT) Y (nT) zmnT) . lln’yapasde
colonne de numérotations dans le fichier **.gee§ humérotations affichées sur la figure 11-14
ont été ajoutées automatiqguement par le logicigstGuste pour I'affichage mais le logiciel ne
modifie point le contenu du fichier de départ. Gufptoujours visualiser le contenu du fichier de

départ en cliquant sur I'option ‘Visualisation dedeurs numériques brutes’ de la zone

66



Partie 1l : Considérations numeériques et applicaio

Figure II- 14: Illustration du format du fichier pris en chargerda logiciel de modélisatian

[1.3.2 - Visualisation graphique des données a trégr

L’étape suivante consiste a visualiser graphiqueérendonnées a traiter en cliquant sur
I'option ‘Visualisation graphique des valeurs bsitele la zone . Cette étape est surtout
indispensable pour connaitre la répartition spatthds points de mesures ainsi que la variation
spatiale de chaque composante. Elle permet notamdeebien caractériser le comportement
général du champ géomagnétique dans la région détde détecter d'éventuelles valeurs
aberrantes et de vérifier les futures valeurs €sgpar le modéle rectangulaire.

Pour marquer les points de mesures, il suffit deheotoption ‘Positions des points de
mesures’ et on peut choisir la composante a repigsainsi que le plan de représentation dans la
zone . Le contour de Madagascar peut étre affiché eualit sur le sous-menu correspondant

dans le menu ‘Outils’.
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Figure Il- 17: Visualisation graphique dans le plan vertical (ltatle—Altitude).

A titre d’exemple, les figures II-15 a 1I-17 nountrent la visualisation de la composante
X dans trois plans orthogonaux. Nous y observoaiserhent la variation de X en fonction de la
longitude, la latitude et l'altitude. NaturellemegRtaugmente en fonction de la longitude (figures
[I-15 et 11-16) et diminue en fonction de la latti (figures 11-15 et [I-17). Par contre, |la vardati
en altitude n’est pas nette voire négligeable ehee1500m (figures I1-16 et II-17).

11.3.3 - Détermination des parametres géométrigueswddomaine rectangulaire

La troisieme étape consiste a déterminer les pdramégéométriques du domaine
rectangulaire plus approprié aux données consiséékaide des boutons de la zonePour
cela, on affiche les limites en cochant I'optionimites’. Sinon, les limitent s’affichent
automatiquement si on modifie 'un des paraméttgeto, hy (origine sur X, y, z respectivement),
Xo, Yo, Zo (limites sur X, y, z respectivement) mt(angle de rotation). Les limites,Xyo, sont
données en degrés ou en km gtem m. A titre d’exemple, la figure 11-18 nous manies
parametres plus appropriés au cas de Madagascar lelapn horizontal :fo = 46.55°,
| o =- 1852, xo = 3.06° (321.871km),qy= 7.31° (811.140km). Pour déterminer les pararaétre
dans le plan vertical, on choisit 'une des optiatens le plan vertical (Longitude)’ ou ‘dans le

plan vertical (Latitude)’ de la zone Nous obtenonsgh= 765m et g= 729m. (figure 11-19).
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Figure 1I- 18: Détermination des parametres du domaine dans le ptaizontal

Figure II- 19: Détermination des parametres du domaine dans le yéatical.
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Puis, on peut visualiser graphiquement les dondées le repére rectangulaire en cliquant
sur I'option ‘Visualisation dans le repéere rectamg@’ de la zone comme nous montre la
figure 1I-20. Rappelons que nous avons les compesaX, Y, Z dans le repére géographique et
les composantesxBBy, B, dans le repére rectangulaire. Ainsi pour visualBg on clique
d’abord sur l'option ‘Visualisation dans le repg@ographique’ de la zone puis sur I'option
‘de X’ de la zone , enfin sur I'option ‘Visualisation dans le repéeetangulaire’ de la zone.

De la méme facon, pour visualisey, Bn cligue successivement sur I'option ‘Visualisatdans
le repere géographique’ de la zond’option ‘de Y’ de la zone et I'option ‘Visualisation dans

le repére rectangulaire’ de la zoneMéme opération pour la composanteBZ.

Figure II- 20: Visualisation graphique dans le repére rectangudair

On peut également visualiser numériquement legtiposiainsi que les composantes du
champ calculées dans le repére rectangulaire. ¢&bay on clique successivement sur les options
‘Visualisation dans le repere rectangulaire’ eféuas’ de la zone (figure II-21). Si les valeurs
sont affichées sur la zone, le sous-menu ‘Enregistrer’ dans le menu ‘Fichést activé pour les
pouvoir les sauvegarder dans un fichier d’extensia@t’ pour des utilisations ultérieures. Mais
I'enregistrement n’est pas obligatoire car les wederestent connues par le logiciel tant que ce

dernier est ouvert. Effectivement, nous pouvonénfier I'exactitude de notre transformation.
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Figure II- 21: Données dans le repére rectangulaire (*.rec) copdant aux données dans le
repere géographique (*.geo) affichées sur la figih#4.

Pour pouvoir réajuster les parametres du domalifaut cliguer de nouveau sur 'option
‘Visualisation dans le repére géographique’ deolaez . Pour bien vérifier que tous les points de
mesures sont a l'intérieur du domaine, on cliquelswsous-menu correspondant dans le menu
‘Outils’.

11.3.4 - Etude du modéle rectanqulaire proprement de

Apres avoir choisi les parametres du domaine les gppropriés aux données considérées,
on peut passer a I'étude du modéle rectangulamprement dite a I'aide de la zone Plus
précisément, il s'agit d’abord de caractériservasgations de I'erreur moyenne (donnée par les
relations 1.30) et de I'écart-type (donné par lelatrons 1.31) en fonction deppk ou de Mhax
puis d’examiner la variation spatiale des résidus 8ne composante quelconque pour
I'évaluation des effets de bord.

Pour avoir une idée globale sur I'évolution dess@rs de reconstruction du champ en
fonction de Nax €t Mmax 0N choisit 'option ‘pour Nax €t Mnax Variables’ puis on clique sur le
bouton ‘Estimer les erreurs’. Pour pouvoir unifoser les représentations, nous avons limité
I'erreur moyenne entre 0 et 5nT et I'écart-typerer@ et 50nT, les plus faibles valeurs sont

représentées en vert et les valeurs plus élevéesuge. Ainsi, la couleur rouge correspond aux
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valeurs supérieures ou égales a 5nT pour I'erreayrerme et aux valeurs supérieures ou égales a
50nT pour l'écart-type (figure 11-22). Remarquonaeqcette valeur de 50nT correspond a
I'incertitude absolue sur la détermination du chamferne a l'aide d'un modéle global
(Andriambahoaka, 2008, pp 136-138). Nous avonstadmgite limite pour savoir si notre modele
régional est capable de donner des résultats maili non. Classiquement, les valeurs ggcN
et Mnax @ prendre sont telles que lI'erreur moyenne sdérieure a 1nT et I'écart-type soit
inférieure a 10nT. Elles correspondent aux zoneewvesur la figure 11-22. Par exemple, nous
pouvons prendre : Nx = 2 et Mnax = 7 (soit 6x2x7 = 84 coefficients de Gauss aulxotau
Nmaxc=3 et Mnax = 4 (soit 6x3x4 = 72 coefficients de Gauss aul)ot@ Nyax = 5 et Nhax = 3 (soit
6x5x3 = 90 coefficients de Gauss au total). Commg&sm’avons que 25x3 = 75 équations, nous
prendrons logiqguement Ny = 3 et Mpax = 4.

Afin de mieux connaitre I'évolution des erreurs modele, nous pouvons les examiner
spécialement pour Nx = 3 (figure 11-23) ou Max = 4 (figure 11-24). Pour cela, on choisit
I'option ‘pour Nmax fixé et Mnax vVariable’ ou ‘pour Nax variable et Miax fixé’, puis on ajuste la
valeur de Niax OU Mnax €t enfin on clique sur le bouton ‘Estimer lesears’. Les figures 11-23 et
[I-24 montrent que I'erreur moyenne tend pratiquemesrs zéro et I'écart-type est inférieur a
10nT a partir de Nax = 3 et Mnax = 4. Nous remarquons que la convergence verolesas est

rapide.

Figure II- 22: Evolution globale des erreurs en fonction dg,Net Mnax
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Figure II- 23: Evolution des erreurs en fonction de,Met pour une valeur deNxdonnée

Figure II- 24: Evolution des erreurs en fonction dgNet pour une valeur de Mxdonnée
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11.3.5 - Visualisation de la variation spatiale desésidus

Connaissant les valeurs dgdNet Myax @ adopter, on peut examiner la répartition spatial
des résidus correspondants. Pour cela, on chéasiod! I'option ‘pour Nnax €t Mmax fixés’ puis
on ajuste les valeurs de,\ et Myax dans la partie supérieure de la zondnsuite, on choisit le
repere de représentation ainsi que la composangprasenter dans la partie inférieure de la
zone , et on clique sur le bouton ‘Ok’. Nous avons cotguogiciel de facon a ce que les
valeurs faibles (valeurs proches de zéro) soigmésentées en vert. Les figures 11-25 et 11-26
nous montrent respectivement les résidus sur Bz arepére rectangulaire et ceux de X dans le
repere géographique. Tres généralement, les réswhisnférieurs a 10nT en valeurs absolues.

Le premier essai que nous venons d'illustrer molatreapacité du modéle rectangulaire a
représenter le champ magnétique terrestre avedngeeitude absolue plus petite que 50nT.
Cependant, il ne nous permet pas de bien examumeémguement toutes les caractéristiques du
modele. Par exemple, nous observons des fortegrsale résidus sur les bords des figures 11-25
et 1I-26, or ce ne sont pas des vrais effets dd bar il n'y a pas de points de mesures sur ces
endroits. Nous ne pouvons pas ainsi quantifieefésts de bord avec des données a répartition
réelle (aléatoire) uniquement. D’ou il est indispainle de considérer des données a répartition

uniforme, c'est a dire créer des positions syntjuéts.

Figure II- 25: Visualisation des résidus dans le repére rectarigela
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Figure II- 26: Visualisation des résidus dans le repére géographiq

11.3.6 - Création de positions synthétigues

Pour une étude plus compléte et plus détailléeedfornalisme de modélisation dans un
domaine rectangulaire, nous devons créer des @usitsynthétiques et ceci peut se faire
automatiguement a l'aide de la zonede notre logiciel de modélisation. La distributidas
points de mesures dans le domaine rectangulaire gieeituniforme ou aléatoire selon notre
besoin. Pour activer les boutons de la zonen clique sur I'option ‘Visualisation graphiquedd
valeurs brutes’ de la zone. On choisit successivement la répartition danplde horizontal
avec l'option ‘Aléatoires’ (cochée : aléatoire, noochée : uniforme), la répartition dans le plan
vertical avec I'option ‘Constante’ (cochée : altituconstante, non cochée : altitude aléatoire), la
valeur de Nx et on coche l'option ‘Visualiser’. Légures 1I-27 et [I-28 nous montrent des
exemples de positions synthétigues au nombre glemta distribution uniforme et aléatoire
respectivement. Le pas de maillage pour la disiobutiniforme est de 102km environ. Il est
possible de les enregistrer a l'aide du sous-memespondant dans le menu ‘Outils’. Les
fichiers de positions synthétiqgues portent I'exiens.pge’ (dans le repére géographique) ou
‘pre’ (dans le repére rectangulaire). Les donn&eghétiques correspondant a ces positions
seront utilisées dans toute la suite de notre ifraiZles nous permettront particulierement

d’étudier l'influence de la distribution spatialesddonnées utilisées dans le modele rectangulaire.
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Figure 1I- 27: Création de positions synthétiques a distributioifarme

Figure II- 28: Création de positions synthétiques a distributiofafbire
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Les résultats préliminaires précédents nous montmeatcette technique de modélisation
dans un domaine rectangulaire mérite bien des gtqdantitatives plus approfondies. En fait,
Nnous avons encore a examiner les points suivants :

- contribution de chacun des potentiels V- et V3
influence de la répartition spatiale des données
influence de I'angle de rotatian

- evaluation des effets de bord

- application aux données réelles

Effectivement, il est possible de traiter toutesrties géomagnétiques respectant le format
illustré sur la figure 11-14 avec notre logiciel deodélisation. Mais nous allons nous limiter aux
données dont les répartitions spatiales sont reptéss sur les figures 11-27 et 11-28 car ellesson
suffisantes pour étudier les points précédents. Nsuavons calculé avec le modele CM4 pour le
1% juillet 1998 ou la correction a apporter sur le mpainterne calculé par ce dernier est

négligeable (Andriambahoaka, 2008), c'est-a-direlemealeurs estimées sont assez precises.

1.4 - Résultats et discussions

Comme nous avons déja montré en détails le fonmiment de notre logiciel de
modélisation, nous allons dorénavant considéreguament les figures affichées sur la zone
pour présenter les résultats de notre étude. Rappejue nous pouvons obtenir des images au
format “.tif ou “.jpg’ en imprimant les figures deette zone a l'aide du sous-menu
correspondant dans le menu ‘Fichier. Par aillewsci nous permet d'avoir une bonne

présentation de nos résultats.

11.4.1 - Contribution de chacun des potentiels V, V, et V3

Nous prenons dans cette étude des données a tiépantniforme (figure 11-27). Nous
cherchons a connaitre le ou les potentiels donmsndans la reconstruction des composantes du
champ par le modéle rectangulaire. Examinons dthdes erreurs obtenues en considérant
ensemble les trois potentiels. D’'apres la figur@d] les erreurs sont minimales pour les valeurs
de Npmay et My Suivantes :

- Nmax= 5 et Mhax= 12, soit 6x5x12 = 360 coefficients de Gausodai t
- Nmax = 6 et Mhax= 10, soit 6x6x10 = 360 coefficients de Gausodai t
- Nmax= 7 et Mhax= 9, soit 6x7x9 = 378 coefficients de Gauss aal tot
- Nimax = 8 et Mhax = 8, soit 6x8x8 = 384 coefficients de Gauss aal tot
- Nmax= 9 et Mhax= 7, soit 6x9x7 = 378 coefficients de Gauss aal tot
- Nimax = 10 et Mhax = 6, soit 6x10x6 = 360 coefficients de Gauss &ai to
- Nmax = 12 et Mhax = 5, soit 6x12x5 = 360 coefficients de Gauss &l to
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Or, nous avons 3x7x17 = 357 équations au totaligumgnent, nous devons prendre le nombre de
coefficients plus petit et plus proche de 357. Nawmns 4 cas avec 360 inconnues N 5 et Myax= 12,
Nimax = 6 €t Mnax = 10, Nhax = 10 et Muax = 6, Nnax = 12 et Maax = 5. Afin de trouver les parameétres
correspondant & moins de 357 inconnues et qui rigaimhles erreurs, nous devons examiner les courbes
d’erreur avec Nax =5, 6, 10, 12 et avec M= 5, 6, 10, 12 (figures 11-30). Remarquons quke siombre
d’'inconnues dépasse le nombre d’équations, le @nablest mathématiquement sous déterminé. Ceci se
traduit numériqguement par le fait que I'erreur muoye et I'écart-type sont tous nuls. Or normalement,
c’est seulement I'erreur moyenne qui peut étreentahdis que I'écart-type doit étre supérieur a EnT
cause du bruit aléatoire injecté dans les donndiialés). Alors nous devons sélectionner le cas ou
I'écart-type présente la plus faible valeur supggea 5nT avant de s’annuler. En comparant tog®s |
figures 11.30, ce fait se produit pour le cas ddfigmre 11-30e avec Max= 5 et pour Nax= 11, soit
6x11x5=330 inconnues au total.

Afin d’examiner la contribution de chacun des ptitda Vi, V,, Vi, représentons les courbes
d’erreur en ne considérant qu'un ou deux parmi@ec Mx= 5. Nous pouvons ensuite comparer les

résultats ainsi obtenus avec la figure 11-30e.

Figure II- 29: Evolution globale des erreurs en fonction dg,MNet Mnax
en considérant ensemble les trois potentie/sW V; et des données a répartition unifam
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(@) (b)

(©) (d)

() (f)

Figure II- 30: Evolution des erreurs pour des valeurs particulgede Naxet Mnax
en considérant ensemble les trois potentig|sA, V3 et des données a répartition uniforme.
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(9) (h)

Figure II- 30 (suite) : Evolution des erreurs pour des valeurs particulgede® Nax et Mnax
en considérant ensemble les trois potentig|sA, V3 et des données a répartition uniforme.

D’aprés les résultats représentés sur les figur8$, laucun des potentiels;, V,, Vs pris
séparément ne peut représenter le champ géomagnéltigs erreurs peuvent tendre vers zéro avec les
potentiels \ et V; (figure [I-31e) mais il faut aller jusqu'a N = 19, soit 6x19x5 = 570 inconnues a

déterminer avec 357 équations. Ceci nous démofdiement qu'il faut considérer ensemble ces trois
potentiels pour pouvoir représenter correctememhimp (figures I1-30)Connaissant les valeurs de
Nmax €t Mnax @ adopter, nous pouvons passer a I'étude deuénfie de la répartition spatiale des

données.

(a) : avec Yuniqguement (b) : aveg Mniquement

Figure 11-31: Contribution de chacun des potentiels V2, Vs.
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(c) : avec Yuniguement (d) : aveg ¥t V,

(e) :avec Vet V; (f) : avec Vet V3
Figure II- 311(suite). Contribution de chacun des potentiels Vs, Va.

11.4.2 - Influence de la répartition spatiale des dnnées

Nous pouvons examiner l'influence de la répartitgpatiale des données en considérant
soit I'évolution des erreurs avecyh = 5 (figures 11-32), soit la variation spatialesdegsidus
avec Nhax = 11 et Mhax= 5 (figures 11-33) et en utilisant des donnéeépartition uniforme et des
données a répartition aléatoire aux nombres idegsigen comparant les deux figures [I-32a et
[I-32b, nous constatons que la vitesse de conveggpour des données a répartition aléatoire
(figure 11-32b) est légerement plus rapide par capp celle des données a répartition uniforme
(figure 11-32a). Pour Nax = 9 par exemple, la moyenne deddt encore supérieure & 10nT sur la
figure 1I-32a tandis qu’elle est déja inférieurg@@nT sur la figure 11-32b. De méme poukd 9,
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I'écart-type est encore supérieure supérieur a SumTes trois composantes sur la figure 11-32a

tandis qu'il est déja inférieur a 50nT sur la figuk-32b.

(a) : avec des données a répartition unigorm (b) : avec des données a répartition aléatoir

Figure 11-32: Influence de la répartition spatiale des données :
évolution des erreurs aveci= 5.

(a) : répartition uniforme (b)epartition aléatoire

Figure 11-33: Influence de la répartition spatiale des données :
résidus du modéle aveGg,N= 11 et Mnax= 5.
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(a) : répartition uniforme (b)epartition aléatoire

Figure 11-33(suite): Influence de la répartition spatiale des données :
résidus du modéle aveGg,N= 11 et Mnax= 5.

Examinons maintenant la variation spatial des ré&siduec les solutions définitives
Nmac=11 et Mna=5. D’apres les figures 11-33, I'erreur moyenne g@éhéralement plus petite pour
les données a réepartition uniforme (figures 11-3&ajdis que I'écart-type est généralement plus

faible pour les données a répartition aléatoigugis 11-33b). Alors, le fait que la répartitionsde
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données soit uniforme améliore faiblement I'errengyenne mais non pas I'écart-type qui doit
étre prioritairement faible. Si c’est le cas, laalijpgg des résultats du modéle ne dépend pas
pratiguement de la répartition des données maisutenombre ou densité. Autrement dit, 'angle

de rotatiormdevrait étre significatif.

11.4.3 - Influence de I'angle de rotationmm

Rappelons que les parametres du domaine doiventiétisis de fagcon a ce que toutes les
données disponibles soient a l'intérieur du domanequestion et que nous avons introduit
I'angle de rotatioompour essayer d’avoir le maximum de densité detpoour bien déterminer
son influence, comparons les erreurs ainsi queskdus correspondant aux données a répartition
aléatoire précédentes ava= -18° (figure 11-28) avec ceux obtenus avee 0° (figure 11-34).
Donc, nous avons exactement les mémes nombressitops de points de mesures dans le

repére géographique mais des valeursaddférentes.

Figure 11-34:Parameétres du domaine correspondant aux positignthgétiques aléatoires
de la figure 11-28 mais avear= 0°.

L’écart-type représenté sur la figure 11-35b montmee grande instabilité numérique

correspondant a My = 12 avean= 0°. Ceci confirme le fait qu’il faut prendre dealeurs de
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Nmax Strictement inférieures a 12 pour les donnéestdettes. En admettant que le champ en un
point donné est unique, les valeurs calculées pambdele ne doivent pas théoriquement

dépendre des parameétres du domaine. Mais dansalgu®, les valeurs estimées dépendent
légerement de ces parameétres. En observant leedi¢ju36, nous constatons que les erreurs sont

comparables sur les composanteeBB, avecm= -18° etm= 0°. Par contre, la différence est
notable sur la composantg &1 s 5, =108nT avecn¥ -18° ets g, =148nT avecn+0°. De plus,

les surfaces des zones a résidus plus élevés Issniapges aveor0° et nous voyons des zones
rouges inutiles dans la région ou il n'y a pas dmndes. Nous en déduisons que le bon
ajustement de I'angle de rotatiorpeut diminuer les erreurs relatives aux valeulsub@es par le
modele, surtout sur la composante verticale. Di@sti nécessaire d’ajuster la valeur de I'angle

si on veut améliorer la qualité des valeurs estingge le modéle.

I1.4.4 - Evaluation des effets de bord

Les effets de bord sont classiquement estimési@eldes données synthétiques sachant
gu'il faut des points des mesures sur les limitegsidmaine. lls sont caractérisés par le fait que
les résidus observés sont plus élevés au fur eesuma qu’'on s’éloigne du centre et qu’on
s’approche ainsi les limites du domaine. Autrendiftest-ce que le champ correspondant aux
points qui se trouvent pres des limites est matut@lpar le modele ? Examinons les résidus
représentés sur la figure 11-33a ou les donnéesasofpartition uniforme et plusieurs points sont
sur les limites. Généralement, les effets de berdamnt pas trés remarquables. Cependant sur By,
nous remarquons des zones marquées au jaune gré@gdiordre de +20nT) en x =g%t des
zones marquées en bleu clair (résidus de I'ordr@eT) en x = ¥ Ces deux couleurs se voient
également sur certains points prés des limites pouwas des données a répartition aléatoire
(figures 11-33 et 11-36). Or la couleur verte, cge voit presque partout sur les figures 11-33 et I
36, représente des résidus dont les valeurs alssetrd inférieures a 10nT ou 15nT. Nous en
déduisons que les effets de bord sont inférieut®r@l en valeurs absolues pour ce modéle
rectangulaire.

En ce qui concerne les zones marquées au rouge blee ou les résidus dépassent 30nT
en valeurs absolues (figures 11-33 et 11-36), ellesrespondent normalement aux valeurs élevées
des bruits injectés dans les données initialedbfigiss sont différents d’'une composante a l'autre)
que les fonctions de base du modele (fonctioneringétriques et exponentielles) ne peuvent
pas modéliser. Rappelons qu'il s’agit des bruienbs gaussiens de moyenne nulle et d’écart-
type 5nT. Mais les valeurs en certains points peu&te supérieures a 18nT en valeurs absolues.
Ces points sont rares et sont inférieurs a 10 Baque composante (or nous avons 7x17=119

points au total). D’ou les résidus sont partic@lieent élevés en ces points.
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Les études précédentes nous montrent que ce femealle modélisation régionale dans un
domaine rectangulaire peut bien modéliser le charagnétique terrestre, notamment le champ
interne, avec une incertitude absolue de l'ordr@sieT (15nT a l'intérieur du domaine et 10nT
aux bords). Notons que cette valeur est la mogi€alle obtenue avec un modele global qui est

de I'ordre de 50nT. Nous pouvons alors penser apphication aux données réelles.

(a) : aveen= -18° (b) : avem= 0°

Figure 11-35: Influence de I'anglem:
évolution des erreurs avec,M.= 5.

(a) : aveen= -18° (b) : avem= 0°

Figure 11-36: Influence de I'anglem:
résidus du modele aveg,N= 11 et Mnax= 5.
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(a) : aveen= -18° (b) : avem= 0°

Figure 11-36 (suite): Influence de I'anglem:
résidus du modeéle aveg,N= 11 et Mpa= 5.
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11.4.5 - Applications aux données réelles

Considérons les données des stations de répétitidgaches depuis 1983. Ces données ont
été déja analysées par Miarantsoa durant la pitégparde son DEA (Miarantsoa, 2003). Puis
elles étaient traitées de nouveau et validées pdridmbahoaka au cours de la préparation de sa
thése avec une technique de réduction plus élalditésant le modele CM4 (Andriambahoaka et
al, 2007 ; Andriambahoaka, 2008, pp 89-112). Latizsts sont au nombre de 25 au total mais
elles ne sont pas toutes occupées lors de chagyeagae magnétique. Le nombre des données
disponibles pour chaque année est donné dansléatalh. Notons que dans le cas des données
réelles, les résidus du modele représentent lemaies magnétiques régionales de la région
considérée. Par définition, les anomalies sontdifférences entre les mesures réelles et les
valeurs théorigues estimées par le modele. Ceaifugtie les cartes d’anomalies ne seront pas
significatives si on ne dispose pas suffisammenhdsures comme nous observons sur le tableau
II. Alors, nous devons nous limiter a la représeomadu champ interne calculé par le modele en

tout point du domaine a partir de quelques pointsidsures pour chaque année.

Année 1983 | 1984 1985 1986 199|0 1996 2001

Nombre de mesures| 6 6 6 14 13 21 11

Tableau 1l: Nombre des données des stations de répétitionmiisps depuis 1983.

Remarquons que les indices de troncature ne dopasétre ni tres faibles ni trés éleveés.
Quelque soit le nombre de données considérerffit sie prendre les plus grandes valeurs de
Nmax €t Mmax telles que le nombre d’inconnues soit inférieureégale au nombre d’équation. Les
erreurs correspondantes devront étre faibles siddele est en bon accord avec les données
réelles. Considérons par exemple le cas de 'ad888 ou nous n’avons que 6 mesures, Soit
6x3=18 équations au total. Ainsi, nous n’avons deex possibilités pour les valeurs dgafNet
Mmax : SOIit Nnax = 1 et Mnax = 3 (6x1x3 = 12 inconnues), soityi = 3 et Mhax= 1 (6x3x1 = 18
inconnues). Avec PMix = 2 et Mnax = 2 (6x2x2=24 inconnues) par exemple, le nombre
d’'inconnues dépasse déja le nombre d’équationsniexams I'évolution des erreurs avegdl
et Mmax = 1. Les courbes représentées sur les figures m@itrent que les erreurs sont bien
faibles dans les deux cas mais la convergencelestapide pour Nax = 1 que pour Max = 1.
Nous prendrons ainsi les valeurs dgaN= 1 et Mhax = 3 pour I'année 1983. Nous pouvons
également appliquer la méme procédure pour legsaimnées. Inspiré par l'intervalle de 5 ans
pour la réactualisation du modele de référencenatmnal (IGRF), nous allons considérer les
années 1983, 1986, 1990, 1996 et 2001. Et pamraisccommodité, nous allons représenter la

déclinaison, l'inclinaison et l'intensité totale dhamp qui sont les éléments mesurés du champ.

89



Partie 1l : Considérations numeériques et applicaio

Cette derniére étape de notre travail nous perraesuivre I'évolution spatio-temporelle du
champ d’'une part, et de comparer le champ estimé&paodeéle rectangulaire avec les mesures
réelles d’autre part. Une comparaison avec un neog@bbal comme CM4 est également

indispensable pour contréler la validité de nosiltass.

(a) (b)

Figure II- 32: Evolution des erreurs obtenues avec les 6 mesaréarthée 1985

- pour 1983 :il y a des mesures dans les régions Nord, NordsD&st, Sud-Ouest et Sud-
Est méme si elles ne sont pas assez nombreusee(fle38, en haut). Les éléments du champ
calculés par le modele rectangulaire aveg, 3 et Nna=1 (figure 11-38, au milieu) et ceux
calculés par le modele global CM4 (figure 11-38, lems) présentent généralement les mémes
variations spatiales. Ce qui fait que les mesuffesteées en 1983 sont fiables et en bon accord
avec les propriétés physiques du champ géomageétiqu

- pour 1986 :il y a des mesures dans les régions Nord, NordsQ&st et Sud-Ouest. Les
mesures sont absentes dans la région Sud-Este(figgd9, en haut). Comparés aux éléments
calculés par CM4 (figure 11-39, en bas), nous obses nettement des effets de bord tres
importants sur les éléments estimés par le mo@etamgulaire (figure 11-39, au milieu). Pour la
déclinaison, la valeur estimée par le modéle regtimire x=-% et y=-y (région Sud-Ouest) est
de l'ordre de -26° tandis que le modéle CM4 préuoi¢ valeur de -19°. Logiquement, ce grand
écart de 7° ne peut pas étre attribué a une amemaionale non modélisée par CM4. Il est
sirement d0 aux effets de bord liés au modéle mgataire. Des effets de bord se voient
également sur l'inclinaison | en xset y=-y (région Sud-Est), et tres nettement visibles sur
I'intensité totale F en x=xet y=-y (région Sud-Ouest). Probablement, le problémd sst d(

au fait qu'il n’y a pas de mesures dans la régiad-Est tandis que le probléme sur F suppose
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que les deux mesures de la région Sud-Ouest nepasriiables sachant qu’elles présentent un
tres grand écart (environ 1000nT) méme par ragpomodele CM4.

- pour 1990 :il y a des mesures dans les régions Nord, NordsDsst et Sud-Est. Les
mesures sont absentes dans les régions Ouest eOugst- (figure 11-40, en haut). La
comparaison entre le modele rectangulaire (figs®) au milieu) et le modéle CM4 (Figure 1I-
40, en bas) montre que les cartes d’inclinaison somiparables. Par contre, les cartes de
déclinaison et les cartes d’intensité totale priesgrune trés grande différence en xeky=-y
(région Sud-Ouest). Ceci est sirement di aux efietsord accentués par le fait qu’il n’y a pas
de mesures dans la région Sud-Ouest. Cependargsttag données disponibles sont fiables
sachant qu’elles sont généralement en bon accexlas deux modeles.

- pour 1996 :il y a des mesures dans les régions Nord, NordsD&sst et au Centre. Les
mesures sont absentes dans les régions Ouest-&sEatEme si elles sont plus nombreuses par
rapport aux précédentes (figure 1lI-41, en haut)gtande différence entre les deux modéles se
situe surtout dans les régions Ouest (pour lamgisibn) et Sud-Est (pour l'intensité totale), e'est
a-dire dans les régions ou il n'y a pas de mes@es/intensité totale, on remarque un point
particulier prés de I'axe des x (correspondant stdéion de Moramanga) ou la valeur mesurée
présente un grand écart (environ 750nT) par ragportdeux modeles (figure 11-41, au milieu et
en bas).

- pour 2001 :il n'y a des mesures que dans les régions Nordd{Quest et au Centre
(figure 11-42, en haut). Les champs calculés pardeux modéles sont seulement comparables
dans les régions ou il y a des mesures. Le moe@etangulaire montre des effets de bord tres
prépondérants et des résultats anormaux, notansueit et F dans les régions Ouest et Sud-Est,
c'est-a-dire dans les régions ou les données $maintes (figure 11-42, au milieu et en bas).
Sinon, toutes les données s’accordent bien avetel®s modeéles.

Bref, cette derniere étape nous a permis d’exammefalidité du modele rectangulaire
pour le cas de Madagascar d'une part, et de vedgenouveau les données des stations de
répétition malgaches d’autre part. La fiabilité dwdéle rectangulaire reste uniquement a
I'intérieur des zones couvertes par les mesuresalsede I'année 1983 (figure 11-38), qui est le
meilleur parmi les cing étudiés, nous montre quelrpétablir un modele régional pour
Madagascar, il faut avoir des données pour leonégNord, Ouest, Est, Sud-Ouest et Sud-Est.
Méme si les données ne sont pas trés nombreugast du moins une mesure dans chacune des
régions préceédentes, notamment a Antsiranana, slag@j Toamasina, Toliary et Taolagnaro.
L’absence de données dans l'une de ces régionsemeeppas d’établir correctement des cartes

magnétiques de Madagascar.
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Partie 1l : Considérations numeériques et applicaio

1983

Figure I1- 38: Cartes magnétiques de Madagascar réduites®ajuillet 1983 :
En haut : éléments mesurés dans les stations ditiép

Au milieu : éléments estimés par le modéle régioeethngulaire
En bas : éléments calculés par le modéle global CM4
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Partie 1l : Considérations numeériques et applicaio

1986

Figure 11-39 : Cartes magnétiques de Madagascar réduites®ajuillet 1986 :
En haut : éléments mesurés dans les stations ditiép

Au milieu : éléments estimés par le modéle régioeethngulaire
En bas : éléments calculés par le modéle global CM4
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Partie 1l : Considérations numeériques et applicaio

1990

Figure 11-40: Cartes magnétiques de Madagascar réduites®ajuillet 1990 :
En haut : éléments mesurés dans les stations ditiép
Au milieu : éléments estimés par le modéle régioeethngulaire
En bas : éléments calculés par le modéle global CM4
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Partie 1l : Considérations numeériques et applicaio

1996

Figure Il-41: Cartes magnétiques de Madagascar réduites®ajuillet 1996 :
En haut : éléments mesurés dans les stations @itiép
Au milieu : éléments estimés par le modéle régiosethngulaire
En bas : éléments calculés par le modele global CM4
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Partie 1l : Considérations numeériques et applicaio

2001

Figure Il- 33: Cartes magnétiques de Madagascar réduites®ajuillet 2001 :
En haut : éléments mesurés dans les stations ditiép

Au milieu : éléments estimés par le modéle régioeethngulaire
En bas : éléments calculés par le modéle global CM4
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Conclusions générales et perspectives

Les différentes techniques de modélisation régmmadistantes nécessitent beaucoup de
données pour étre appliquées. Elles ne sont pasattaptées pour le cas de Madagascar qui ne
dispose que vingt cinq stations au total. Aussiysnavons établi le formalisme des harmoniques
rectangulaires comme de probléme de conditionslienites dans un parallélépipede rectangle.
Huit types de problémes de condition aux limitesrgattent en jeu des conditions de Dirichlet,
de Neumann ou mixtes ont été explorés. Ces étudtimpraires formelles, nous ont conduit a
sélectionner un probléme parmi les huit étudiéesndonlieu a des gradients de potentiels
orthogonaux. Cette propriété, trés importante pleumprobléme inverse, n'‘a pas été jugee
suffisante pour exclure les solutions restantesnetis avons résolu chacun des huit
décompositions possibles pour une étude plus t&silNous avons écrit I'expression du champ
magnétique et nous avons introduit la théorie dmnstruction du champ dans le domaine
rectangulaire pour I'étude du probleme inverse.

Ensuite, nous avons examiné les aspects numérapigmtre formalisme. Pour que les
erreurs relatives a la détermination des positisoent faibles, il faut prendre des valeurs
inférieures a huit degrés pour les limitgseky de notre domaine d’étude. La validation de notre
méthode a été effectuée avec les données syntrgtibioeis avons présenté un logiciel de
modélisation rectangulaire dans le but de facihire travail. Cette derniére étape nous a permis
d’examiner la validité du modéle rectangulaire ptaircas de Madagascar d’'une part, et de
vérifier de nouveau les données des stations d#itiép malgaches d’autre part. La fiabilité du
modele rectangulaire reste uniquement a l'intéréas zones couvertes par les mesures. Méme si
les données ne sont pas tres nombreuses, il famoams une mesure dans chacune des régions
suivantes : Antsiranana, Mahajanga, Toamasinaafpokt Taolagnaro. L'absence de données
dans l'une de ces régions ne permet pas d'établirectement des cartes magnétiques de
Madagascar.

Le formalisme que nous venons de proposer nécatssteléveloppements théoriques ainsi
que des essais pratiques complémentaires. Enquole, pouvoir estimer les erreurs plus
précisément, nous ne pouvons pas nous contentarsideple comparaison des valeurs du champ
sur une grille de points car nous ne savons pas giaglle mesure cette estimation concorde avec
I'erreur réelle sur une grille finement interpol€xla nécessite le calcul systématique du champ a
des troncatures, chaque fois différentes, qu'il faeimparer au champ initial pour les
distributions de points. Une fagon de procéderdespasser au cas continu et de considérer la
norme du champ dans le domaine d’étude. Puis gamuvoir estimer I'erreur occasionnée par les
troncatures, on peut envisager d’étudier la distrdm d’énergie dans le domaine rectangulaire.

Comme nous avions pour but d'utiliser des donnéésepra différentes époques qui est



Conclusions générales et perspectives

indispensable pour I'étude du champ magnétique @af@scar, notamment pour pouvoir
exploiter simultanément toutes les données dispesibl faut aussi résoudre le probleme de
modélisation de la variation séculaire qui dépdagement le cadre de notre étude. A propos du
logiciel que nous venons d’établir, on peut y intioel d’autres fonctionnalités. Nous avons
besoin de réoccuper correctement les stationspaition pour pouvoir compléter les données et
établir finalement des cartes magnétiques régisrddeMadagascar. Enfin, on peut appliquer ce
formalisme de modélisation dans un domaine reclairfgua une autre région ou il y a
suffisamment de données réelles et comparer ledtatssainsi obtenus avec des résultats déja

connus donc une autre méthode de modélisationnéigio
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1-Propriétés de I'opérateur - associé a des conditions de Dirichlet

UZ
Notons Ay cet opérateur. Les propriétés dg ABont étudiées sur le sous-ensemble ds

fonctions de B (J-uo, W [) telles que f (-6)=f (ug)=0. L® (J-uo, Uo [) étant muni du produit

hermitien :
<f,g>= _uj f(u)g(u)du ou g(u)est le complexe conjugué de g(a)

1.1- Montrons que Ap est auto- adjoint sur
2_
<f,A (@) >=- f d ?du
-u du

dg
=-[f =% 4+
[ du]'”°

“ df dg

-Uo du du

dg df u d%f _

=-[f=]" +[—0g]% du
[ du].uo [duﬁ].uo w0 dg?Y

2
_uz gubdu car fetg(doncg)T D,

=<A,(f).g>

du

alors<f,A,(g) > =<A,(f),g>
1.2- Montrons gue Ap est positif sur &y

2
<f, A (f)>=- _°fdfdu

UZ

o R R L
du”™ -wdudu

2

df dus O

du

Ug

-Up

. . df - . . R
F étant continue (pour qug—l L*(]-uo, W [), la valeur O n’est atteinte que pour f égaleng
u

constante nulle.

1.3- Conséquences

()- Les valeurs propres de I'opérateus ont strictement positives, car a la valeur pr@pnéest
associée que la fonction nulle.

(i)-Les valeurs propres de I'opérateup Aorment un ensemble discret non borné de R+aOn

2.2
] e m -
montré que ces valeurs propres étaient de la fbrm’g— ml N .

2u,
(i) Les fonctions propres associées a deux valegmropres distinctes sont orthogonales.
Soienf,,f,. deux fonctions propres de>Aappartenant Bp.

La propriété d’orthogonalité s’écrit :
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<, f.>=- "1, fWdu=]f, g,

Ou g ,. estle symbole de Kronecker): ,, =0si/* /' et g, =1si/=]/"

2

2-Propriétés de I'opérateur - associé a des conditions de Neumann

du?
Notons A, cet opérateur. Les propriétés de ABont étudiées sur le sous-ensemble d2s
. df df R .
fonctions de E (J-uo, W [) telles qued— = U =0. Ay a les mémes propriétés sux D
u u

- Up ugy
que A sur Dy, a la différence pres que la valeur propre 0 @stissible. En effet, toute fonction

constante sur JdiWp [ a Dy et est évidemment associée a la valeur prop®@rda montré que

2, A2
o . m N
les valeurs propres étaient également de la fo’rméaz— avec ml N
u0

3- Calculs explicites des produits hermitiens et desonmes

3.1-Opérateur Ap
On a vu que les vecteurs propres g@esAecrivent, avec une constante choisie par comi@odi

ipmu -ip mu

Fm (U) =% (e 2Uq +(_ 1) m+1e 2uq )

1 ip mu _ipmu _jpmu P miu
Dol < Fm’Fm' >:Z _0 (e 2ug +(_1)m+1e 2uy )(e 2uy +(_1)m'+1e 2u, )du
1 g 2o _p (m-m)u _ip (m+mju i (e myu
:Z _0 (e ™ +(-1)™Me M +(-D)™e M +(-1)™e ™ )du
up ! ('m')i )
= e °du = 2u, sim=m'
2i™ ™ (m+mu, .
=- 1- (-1)™"
e may @ GO
2 | m+m'+1 u o 1 - '
=S )™ (- 1)+ m)
(m=-m~)

Sim m’, sachantque™™ =(-1D)™i™™ et (-1)™™ =(-1™"

T A e _
l,=(-)™™ e 2 du = 2u, sim=m'
-1)™™2i™ ™ (m+ m')u -
=_( ) - ('2 ) 0(1_ (_1) )
(m”- m*%)
2i™ ™y

2 . [(' 1)m+l - (' 1)ml+l](m + ml) =- |1 simt m'
(m®- m*)
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|(m)—

I, =(-1)™ _u:e 2du=0 sim=m'
= AT gy Caymym- m)
(m? - m?)
m+1 Yo S m)ﬁ :
l,=(-1) N °du=0 sim=m'
2i™ ™ 0 m'+1 m+l : !
=———— (D" - D)™)m-m)=-1;, si m*m
(m*- m*<)
4
I, = 4u, si m=m'
j=1
D’ou =0 simim'
donc <F",F" >=u, ..
3.2-Opérateur Ay
Les vecteurs propres degA'écrivent :
m 1 ierJnu m _iZL“U
(U)=§(e °+(-1)% ™)
D'ou
< T WL Y™ (1Te *)e  +(-1e * )du
1 i (m- mju i (m-m)u _i (m+m)u i (m+mu
- Z _: [e 2uy + (_ :I-)m+m'e 2uy + (_ 1)m' (e 2uy + (_ 1)me 2ug
uo i (- m)x . ,
I, = L8 °du=2u, sim=m
m+m'+1
- 2 u0 [( )m+1 ( 1)m+1] Si ml m|
(m- m’)
m+m Yo S ml)i . '
,=(-1) LB °du = 2u, sim=m
2 m+m+1u0 m+1 m'+1 H '
=——[-1)" - (D" ]=-1, sim?m
(m- m’)
m Yo ( ml)% .
s =(-1)" e °du=0 sim=m'
2i™ ™y, o
-1D)™ simim
D" 0
m Yo - (+m§ .
. =(-1) °du=0 sim=m

- Ug

)du
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—LHHUO_ m_(-1)"]=- i 1m
= (m+m.)[( D"-¢1"]=-1; simtm

Dot < ™(u), ™(u)3 u

0 mm
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I 12345

Région | Station Nom Coordonnées geéographiques
Latitude Longitude Altitude
DGS Antsiranana (Diégo-Suarez) -12°21°00 “ | 49°17'40” 74m
ABB Ambilobe -13°11'24” | 48°58'54” 121m
VHM Iharana (Vohémar) -13°22'04 © | 50°00°'00” 67m
Nord ABJ Ambanja -13°38'24” | 48°27°'06” 83m
SBV Sambava -14°16’39” | 50°10°27" 148m
TLH Antalaha -14°59'51 | 50°19'16” 73m
THH Antsohihy -14°54°00” | 47°39°'00” 269m
PBG Boriziny (Port-Bergé) -15°34’'48” | 47°37'18” 308m
Nord-Ouestf MJG Mahajanga (Majunga) -15°39'57” | 46°21'03” 44m
MVT Maevatanana -16°57°11" | 46°49'57" 1013m
KZB Ankazobe -18°19'49” | 47°07°'35” 1213m
FNV Fenoarivo Atsinanana (Fénérive-Est) -17°25'30” | 49°26’06" 42m
AZK Ambatondrazaka -17°47'32” | 48°26’12" 650m
Est TMV Toamasina (Tamatave) -18°07'00” 49°23'36” 36m
MRG Moramanga -18°54’48” | 48°12'54” 517m
TRB Antsirabe -19°49'50” | 47°03'04” | 1493m
ABS Ambositra -20°32’51" | 47°14°'40" 868m
Sud-Est MNJ Mananjary -21°12'17” | 48°21'24” 54m
FNT Fianarantsoa -21°26’15” | 47°07°06” 1127m
IHS lhosy -22°24’'34” | 46°10°07” 971m
MDV Morondava -20°17°'24” | 44°21°00" 88m
Sud-Ouest| MRB Morombe -21°45°'18” | 43°32'18" 94m
TUL Toliara (Tulear) -23°23'12" | 43°49'30” 56m
FDF Taolanaro (Fort Dauphin) -25°02'00” | 46°57'36” 114m
Observatoirg  TAN Antananarivo 18°55’'00" | 47°33'00” 1375m
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MODELISATION REGIONALE DU CHAMP MAGNETIQUE TERRESTR E DANS
UN DOMAINE RECTANGULAIRE. APPLICATION POURLECAS D E
MADAGASCAR
Résume
L'objectif principal de ce mémoire est de représerdr le champ magnétique terrestre
d’'une région pouvant étre limitée par un domaine retangulaire. Dans des régions libres

de sources magnétiques, le champ magnétigBepeut-étre exprimé comme le gradient
d’'un potentiel magnétique scalaire V, solution de’équation de Laplace soumise a des
conditions aux limites. Divisé en deux grandes pa#s, ce travail met en évidence dans
un premier temps les études analytiques des diffares techniques de modélisation
régionale existantes: cette premiére partie consemt a analyser les différentes
techniques de modélisation régionale existantes atrevoir en détail le formalisme de
modélisation dans un domaine rectangulaire. Dans usecond temps, les considérations
numeériques et I'étude du probléme inverse sont évoges pour pouvoir examiner la
validité du modeéle rectangulaire pour le cas de Maabascar d’'une part, et de vérifier de
nouveau les données des stations de répétition madtpes d’autre part. La fiabilité du
modéele rectangulaire reste uniguement a l'intérieurdes zones couvertes par les mesures.
Méme si les données ne sont pas tres nombreusesfailt au moins une mesure dans
chacune des stations suivantes: Antsiranana, Mabepga, Toamasina, Toliara et
Taolagnaro. L’absence de données dans l'une de cegions ne permet pas d’établir
correctement des cartes magnétiques de Madagascddn modéle de ce type a été
proposé en 1981 par L.R. Alldredge.

Mots clés: modélisation régionale, domaine rectangulaire, Bamp Magnétique
Terrestre, Stations de répétition.

Abstract

The main subject of this study is to represent peomagnetic field of region that can be
limited by a rectangular domain. Above free regiom the Earth’s surface, the magnetic
field may be expressed as gradient of a scalar pt&d, solving Laplace equation forced
different boundary limits. The manuscript includgsvo main parts. The first part unlights
the analytic studies of the different technical oégional modelling existing. These studies
consist in analyzing all different techniques of isting regional modelling and to study in
detail the formalism of modelling in rectangular awain. The second part, the numeric
considerations and inverse problem survey will haked to be able to examine the validity
of the rectangular model on the one hand for the easf Madagascar. And to verify on the
over hand data available from Malagasy repeat stas. The reliability of the rectangular
model remained solely inside zones covered by measuEven though data are not
enough, at least measure needed in each of theofsihg stations: Antsiranana,
Mahajanga, Toamasina, Toliara and Taolagnaro. Thadk of data in one of these regions
could not lead to a better magnetic map.

Key words: regional modelling, rectangular domain, Earth Magetic field, repeat
Stations.
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